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第 一 章 ”微分 几何 概论 


8$1 曲线 坐标 最 简单 的 例子 


1， 引 论 

我 们 来 考察 忆 维 药 氏 空间 , 今后 用 及 " 表示 多 维 欧 氏 空间 . 把 
RR" 中 的 点 与 实数 组 一 一 点 关于 R* 中 园 定 的 正 交 基 的 坐标 , 此 向 
量 用 B182 …，a (长 认为 1 单位 且 百 相 企 交 的 向 
对 应 , 我们 就 认为 在 "中 选取 并 建立 了 管 卡 儿 潮 标 如,…,x"， 借 
助 于 此 光标 可 以 唯一 地 确定 至 * 中 任何 一 点 的 位 置 ， 利 用 实数 组 
(也 可 理解 为 从 众 标 原点 出 发 到 这 点 的 向 径 的 坐标 ) 描述 欧 开 
室 间 点 的 思想 ， 是 必 纯 代数 方法 能 解答 许多 几何 问题 的 解析 几何 
的 基础 ， 这 个 重要 的 思想 首先 (以 明显 的 形式 ) 由 第 卡 区 引入 数 
学 ， 他 的 名 字 已 铝 刻 在 * 笛 卡 九 坐标 "这 个 名 称 中 了 ， 几 何 代数 化 
不 仅 对 几何 的 发 展 ， 而 且 对 整个 数学 的 发 展 都 起 着 非常 重要 的 作 
用 ， 这 里 ， 我 们 不 打算 列举 用 代数 (解析 ) 的 方法 可 简单 且 优 美 地 
解答 问题 的 一 些 已 各 的 司 子 (例如 ,三维 堂 间 中 二 阶 曲 面 的 分 类 间 
是 )， 和 这些 例子 ,读者 可 参看 代数 和 解析 几何 救 往 ， 我 们 仅 提醒 一 
下 , 欧 氏 数 旦 积 概 念 与 防 * 中 的 笛 卡 儿 坐 标 紧密 地 联系 着 ,数量 棱 为 
双 线性 形式 , 它 将 系 一 对 问 量 名 3ERR" 与 一 实数 相对 应 ,后 者 通常 
识 火 示 为 全 ,7)， 押 且 这 个 对 应 美 系 的 运算 对 每 个 测量 是 对 称 的 
和 线性 的 , 而 形式 本 身 是 正定 的 ， 在 箔 卡 儿 坐 标 系 中 ， 

信和 = Em tt 


其 中 (和 = 0) 

但 总 ,最 简单 的 例 邓 就 中 说 明 ,要 很 方便 地 把 许多 具体 问题 用 
解析 法 由 未 出 来 , 笛 卡 儿 华 标 是 不 够 的 ， 例 如 ,我们 用 具有 笛 卡 儿 
举 标 zy 的 平面 上 曲线 的 方程 居 示 法 来 表明 这 一点， 当然 ， 当 所 
计 论 的 是 十 分 简单 的 曲线 时 ,例如 加 或 椭圆, 部 么 它们 在 常 卡 几 和 
标 下 的 解 拆 表达 式 是 非常 简单 和 和 自然 的 。 事 实 上 , 半 答 为 尼 中 心 
企 4 点 的 册 的 方程 写作: (一 4 十 (一 493 一 本 ， 这 里 4 = 
《4 

业 顺 的 方程 也 简单 地 泽 为 ; (x 一 4)?fa(y 一 A925 二 1 其 
中 数 中 是 柚 圆 前 主 半 轩 的 长 (图 D。 


图 1 甸 2 


然而 , 在 各 种 应 用 和 具体 的 力学 及 物理 学 问题 中 , 往往 下 到 这 
样 的 光 证 曲线 ( 艾 如 疯 , 质点 在 任何 力 场 中 运动 的 执 迹 ), 它们 在 稍 
上 儿 坐 标 下 的 显 式 表达 式 是 很 困难 的 ， 例 如 在 笛 卡 几 坐 标 下 方程 


VET 一 ee 和 一 0 所 确定 的 曼 线 就 是 这 样 (图 2)， 当 然 ， 
在 销 卡 儿 上 村 下 这 个 曲线 的 表示 芷 或 诈 还 不 很 复杂 ， 但 是 在 另外 
的 所 谓 平面 极 化 标 系 下 , 写 出 这 个 曲线 却 是 其 为 简单 的 , 极 华 标 系 
(7r，q) 与 币 卡 几 坐 标 系 之 间 的 关系 为 : z 一 rcosp，3#y= 一 7singp( 图 
2 


3)。 在 这 个 仅 标 系 下 螺 线 的 方程 为 >=e""， 以 此 可 立即 看 清 质 点 
堵 此 轨迹 运动 的 特性 ， 在 下 面 我 们 还 要 讨论 极 坐 标 系 ， 而 这 里 仅 
指出 这 种 坐标 ( 称 为 曲线 坐标 ) 的 出 现 ， 不 是 数学 家 在 研究 中 连 求 
标新立异 的 些 准 ,而 在 革 种 意义 下 出 于 实际 上 的 必要 , 有 时 在 具体 
的 计算 中 还 是 非常 有 益 的 。 我 们 指出 ( 暂 不 详 述 ) 一 个 问题 ， 对 它 
利用 航 坐 标 是 有 益 的 . 


名 


图 3 图 4 


我 们 考察 在 平面 中 心力 场 中 的 质点 运动 ; 设 中 心 在 Q 点 ,并 在 
平面 上 引用 极 台 标 (9), 假设 ?是 动 点 的 名 答 ( 由 0 点 发 出 的 向 径 y， 
7 是 它 的 长 ,t 是 时 间 ( 适 动 参数 ), 这 时 7 和 是 时 间 的 茶 个 函数 . 
在 极 坐 标 为 ?一 |?| ,9 的 点 7(t， 考 察 两 个 敢 直 的 单位 人 剖 基 ; 问 量 
és 它 的 指 疝 平行 于 该 点 的 向 径 ( 这 峙 请 足 邓 =rz); 向 量 Be， 它 委 
直 于 直 ， 且 其 方向 为 棚 坐 标 9 的 增加 方向 (图 和 人， 我 们 在 C6) 上 
加点 ， 即 他 (2)" 表 示 向 径 ( 引 关于 时 间 的 微分 ,那么 ,在 力学 中 
已 经 知道 ,在 平面 中 心力 场 中 的 质点 {为 简便 扰 见 ， 可 拒 它 的 质 基 
看 作 了 1 的 运动 由 下 芝 的 微分 方程 确定 ;二 f(r)8., 这 里 了 是 个 
变 昌 7 的 其 个 光 滑 的 函数 ， 至 此 ,我 们 提出 一 个 对 读者 有 益 的 问 
下 ;用 平面 售 卡 此 坐标 写 出 这 个 微分 方程 

质点 运动 可 用 两 个 国 数 给 出 :7 一 (的 ， 介 一 儿 ( 有 这 就 是 在 概 
仇 标 系 中 的 彩 式 ， 完 全 容易 相信 ， 质 点 在 中 心力 声 囊 送 动 时 ， 苞 


3 


7?g 是 保持 不 变 的 ， 这 是 Kepler 定律 之 一 ， 这 些 定 律 是 Kepler 
研究 往 星 在 太阳 系 中 的 运动 时 得 出 的 (在 他 的 主持 下 ,已 勾 列 表 表 
明 行 星 在 “天 球 * 上 的 纵 标 为 时 间 的 函数 ), 对 这 个 保持 不 变 的 重 完 
全 可 以 赋 平 明显 的 几何 意义 . 为 此 ,Kepler 自己 引进 了 下 面 合适 的 
概念 : 他 称 向 径 7(t( 向 径 是 时 间 的 区 数 ) 反 过 的 面积 8 变化 的 速 


谱 为 扁 形 速 度 由 即 " 一 ?0 ，Kepler 定律 用 房 形 速度 的 术语 
简 进 为 ;“ 在 相 桂 的 时 间 内 向 径 扫 过 作 等 的 面积 , 热 言 之, 扁 并 过度 


是 党 数 ;38 人 const. ”同样 可 说 明 ( 我 们 将 不 在 此 评论 ) 这 


尼 动 量 算 守 恒定 律 的 一 种 陈述， 读者 可 以 相信 ， 这 个 定律 的 结论 
在 极 毕 标 下 比 在 销 卡 儿 弘 标 下 点 为 简章 (虽然 企管 卡 儿 坐标 下 当 
然 岂 能 进行 计算 )。 : 

男 一 方面 ,在 解 力学 以 及 物理 学 的 具体 问题 时 ,还 产生 另外 的 
(所 请 “曲线 的 ”) 举 标 一 一 柱 面 人 举 标 ， 球 面 众 标 等 等 。 细 心地 观察 
将 空间 的 虑 与 实数 ( 称 为 这 点 的 坐标 ) 的 集 相 对 应 的 这 些 不 同 的 方 
蒜 , 会 觉察 到 ,作为 这 些 对 应 之 基础 的 是 某 个 共同 的 轴 想 , 即 设 想 出 
合理 的 表达 形式 的 体系 ， 它 的 特例 就 是 上 而 指出 的 那些 “曲线 的 ” 
坐标 (我 们 暂时 把 词 * 曲 线 的 ”打上 引号 , 因为 这 个 概念 没有 严格 地 
下 定义 , 荀 仅仅 是 求助 于 直观 ). 


2. 首 卡 儿 坐 标 和 曲线 坐标 


我 们 研究 羽 氏 空间 有 &" 中 的 任意 区 域 。 这 里 提醒 一 下 ， 也 象 
分 析 教 程 中 -- 样 ,区 域 是 欧 氏 空间 中 这 样 的 任意 集合 0, 它 的 每 一 
虚 忆 与 以 下 为 中 心 , 足够 小 的 半径 的 球 一 起 包含 在 这 个 集合 中 . 我 
们 考察 用 RY" 表示 的 第 二 个 欧 氏 京 闻 。 给 出 区 域 C 中 点 亚 的 举 
标 一 一 它 意 味 荐 将 这 个 点 与 一 个 数组 对 应 ， 这 个 数组 也 可 称 为 化 
， 


标 ， 旺 然 , 第 意 给 出 这 个 对 应 时 5 即 设 有 任何 其 他 条 件 在 对 应 可 
能 是 没有 什么 内 容 这 个 意义 下 我 们 就 没有 获得 什么 好 的 订 西 ( 希 
缆 引 进 的 概念 也 象 笛 卡 刀具 标 在 科学 发 展 史 上 那样 ， 带 来 某 种 好 
处 ,例如 计算 上 的 好 处 ), 例 ， 区域 G 的 每 一 点 己 与 同一 数组 (0, 0， 
0 相对 应 , 这 样 的 例子 是 设 有 什么 内 容 的 。 要 指出 对 应 关系 所 : 
应 满足 的 第 一 个 要 求 是 : 这 个 对 应 要 使 区 域 中 不 同 的 点 世 对 应 不 、 
同 的 数组 (坐标 )， 上面 提 到 的 例子 (区 域 C 中 遍 有 前 点 有 同 一 个 
“坐标 "一 一 稚 岑 标 ) 是 不 请 足 这 个 要 求 的 。 

于 是 , 我们 希望 区 域 C 的 每 一 点 了 与 一 个 8 实数 组 相对 应 . 显 
然 ， 这 确定 了 个 函数 的 组 31(P),…, xz"(P), 它们 的 定义 域 为 全 
域 C ;这 里 72 是 欧 氏 空间 Rr? 的 举 标 ， 

通常 要 求 它们 是 连续 的 甚至 是 光 沸 的 {至少 是 对 区 域 的 申 
平 所 有 点 ), 即 要 求 在 点 了 的 位置 变动 很 术 时 ， 宅 的 举 样 变动 也 很 
小 , 其 至 要 求 点 己 的 光滑 变动 也 引起 它 的 坐标 光滑 变化 ， 

这 柑 , 我 们 考察 两 个 欧 氏 空间 : 具有 笛 卡 儿 合 标 5 …， 于 的 
R" 和 具有 笛 卡 儿 淡 标 1…,2" 的 及; 设 0 是 及 "中 的 区 域 , 

注 车 把 有 B? 的 点 和 出 实数 组 成 的 长 为 的 序列 等 后 起 米 以 
后 ;就 可 把 欧 氏 空间 RR? 看 作 “ 算 术 空 间 ”. 

定义 1 若 隐 数 组 x Cy.9 (8 的) 给 出 本 吾 " 
中 区 域 C 至 欧 氏 空 闻 下 中 某 区 域 4 上 的 双方 单 秸 且 违 续 的 映 肝 ， 
如 称 此 函数 组 为 区 域 0 的 连续 坐标 系 , 换 龟 话 阅 , x1(P),…,2”(P) 
这 国 数 组 给 出 的 映射 有 时 称 为 区 域 C 天 区 域 4 上 的 朵 且 关于 同 
拍 的 黎 念 ,以 后 将 会 讲 到 )， 

定义 1 简 述 了 我 们 的 和 希望， 点 了 在 区 域 C 中 巡 续 变化 时 ， 它 
了 学 标 组 的 变化 也 同样 是 连续 的 .函数 z'(P)，…,z*CP) 称 为 虚 卫 
关于 总 标 映 射 上 0 一 有 4 的 坐标 

例如 , 可 以 取 由 线性 藤 数 二 三 六， 一 六 给 用 的 但 笔 映 射 

站 和 


作为 坐标 上 映 射 PC 一 由 

若 举 标 映 射 :04 已 经 给 定 , 存 时 我 们 将 把 带 有 坐标 :5(P)， 
(PP) 的 点 P 写 成 P(r ,…; 7 的 形式 ， 

从 所 有 连续 的 学 鹤 映射 中 ， 将 从 区 域 C 到 区 域 4. 上 的 光 衣 映 
射 分 出 来 ,所 谓 光 滑 映射 就 是 ,所 有 隙 元 #9 
?是 其 自己 的 疲 量 六 ,…-,y* 的 光滑 钞 数 。 但 是 ,有 毕 标 贞 射 了 本 
身 的 光 清 福 而 没有 机 定 其 朔 映 笑 17' 的 光滑 性 是 不 会 给 出 举 标 系 
的 内 容 丰 富 的 例子 的 , 因此 我 们 现在 立刻 转 到 定义 这 样 的 坐标 系 : 
它 的 两 个 映射 了 和 了 ' 都 是 光滑 的 。 为 此 ,楼 求 我 们 建立 新 的 疆 
念 一 一 光滑 映射 的 Jacobi 逢 降 的 概念 ， 

设 f:C->4 是 击 函 数组 zo )， 呈 ，z"(¥1，…9 站 给 出 
的 光 清 喘 庙 ， 

定义 2 ” 册 坐 标 呈 (P，…， 吕 (有 的 篇 导数 组 成 的 函数 些 阵 

er A 山 
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称 为 映射 的 Jacobi 和 矩阵 ， 这 个 矩 姓 的 行列 式 用 了 (月 起 孙 , 并 称 
为 映射 了 的 Jacobi 行列 式 . 

注 对 Jacobi 人 矩阵 ,我 们 引用 的 符号 好 不 会 与 光 清 国 数 于 的 

微分 记 导 引起 混乱 ， 因为 光滑 函数 地 的 微分 (在 适当 解释 这 个 微分 

的 时 候 ) 在 这 个 特殊 情况 下 也 正好 与 Jacobi 矩阵 完全 一 样 ， 我 们 

还 腕 回 和 到 这 个 问题 ， 我 们 再 一 次 指出 ,Jacobi 和 矩阵 是 变 的 竺 阵 , 即 

依赖 于 区 域 C 中 的 点 卫 ; 同样， 映射 了 的 Jacobi 行列 式 是 区 域 Q 


全 为 滞 本 书 前 所 的 Jarobi 策 阵 一 致 ， 这 重 的 短 阵 是 原 书 中 垂 阵 的 转 辕 -一 却 
注 ， 


= 


上 的 光 清 函数 了 (月 (P), PEC， 

定义 3 菩 光 清国 数组 28 的) 给 山区 
域 C 到 欧 氏 室 间 Rf 的 柴 个 区 域 4 上 的 双方 音信 的 映 财 , 并 且 歇 射 
的 Jacobi 行列 式 了 (f) (P) 在 区 域 C 的 所 有 点 不 等 于 0， 则 称 此 光 
清 函 数组 为 欧 氏 空间 R" 中 区 域 C 的 正则 嵌 标 系 , 

我 们 指出 ， 映 射 f 的 Jacobi 行列 起 在 区 域 C 申 所 有 点 不 为 
的 要 求 。 自 动 地 表示 的 道上 映射 , 广 : 不 仅 是 过 续 的 ， 而 且 也 是 光 
漠 的 ， 这 事实 可 从 隐 函 数组 的 定理 得 到 ， 于 是， 正则 和 坐标 系 是 
由 两 个 光滑 的 互 逆 映 射 给 提 的 ， 它 们 建立 起 区 域 @ 和 4 之 癌 的 同 
胚 ， 定 义 3 简 述 了 我 们 的 希望 , 当 点 也 在 区 域 C 中 光滑 地 变化 时 ， 
它 的 极 标 组 的 改变 也是 光滑 的 ， 并 且 “ 坐 标点 ? 吾 在 区 域 4 中 光滑 
地 变化 时 ， 对 应 的 (在 映射 产 : 下 ) 点 卫 也 光滑 地 改变 ， 现 在 我 们 
指出 ， 国 为 从 上 面 的 定义 可 以 看 出 “光滑 并 正则 的 坐标 系 "概念 本 
身 自动 地 假设 了 已 给 出 至少 两 个 标准 欧 氏 空间 ， 它 们 的 某 个 区 域 
借助 于 连续 生 双 方 单 值 萄 映射 而 重合 ， 对 此 映射 再 附加 光 清 的 楼 
求 (双方 都 光滑 )， 

我 们 给 出 的 定义 还 可 用 另外 的 观点 来 解释 . 可 以 认为 , 在 欧 氏 
空间 R" 的 区 域 C 中 , 从 一 开始 已 引进 了 第 卡 儿 从 标 系 ( 当 两 个 区 
氏 空 间 BR" 和 Rr 自然 重合 时 利用 0 到 4 上 的 之 竺 映射 )， 那 么 ， 
再 在 区 域 刀 上 引进 由 正则 陕 射 了 ( 即 光 清 的 , 双方 单 值 的 ，Jacobi 
行列 式 不 为 0 的 映射) 给 出 的 坐标 系 ， 它 可 看 作 坐 标 变换 ; 从 原来 
的 笛 卡 儿 坐 标 * 变 为 "一 个 区 坡 C 上 的 某 个 新 的 航标 系 . 

定义 4 区 域 0. 上 的 正则 举 标 素 有 时 也 称 为 区 域 C 上 的 曲线 
类 标 系 ， 

现在 ,在 区 碾 C 上 考察 两 个 任意 的 基线 斐 标 系 : z1(P)，…， 
zx"(P) 和 z!(P),'reyz"(P)， 这 冻 是 说 给 庆 了 两 个 下 由 合 射 : 和 
gf:C>ASRi ,0 2) ;9:0>BC REC 2 pm 射 f 

< 7 


各 9 分 别 在 区 域 C ,4 与 C ,至 间 建 立 了 中 方 单 值 、 双 方 光滑 的 对 
应 ， 换 名 诺 说 ,区 域 C 的 每 一 点 与 两 个 申 线 坐标 系 {x'(P)} 和 {zt 
(P)} 相 对 应 ;这 里 1 sn, 因为 对 应 是 双方 单 值 的 , 就 可 研究 点 疡 
的 种 标 {' CP)} 与 它 的 公 宗 12fCP) 1 之 间 的 对 应 ， 从 而 确定 了 喘 射 
入 ca 4 一 瑟 , 即 为 2z32 (P) #7(P) ,1 全 i 全 zn， 称 如 此 确定 的 映射 
此 为 区 域 C 上 的 坐标 变换 在 这 个 变换 下 ， 点 了 得 到 的 不 是 原 
来 的 曲线 坐标 {2'(P)}, 诉 是 新 的 曲线 坐标 {z'CP)). 

下 理 1 映射 :是 区 焉 44 到 B 上 的 双方 章 值 ， 双方 光滑 、 
Jacobi 行列 式 不 为 6 的 映射 . 

证 明 映射 %e'z- 的 双方 单 值 性 直接 由 定义 3 得 到 . 喘 射 $s,,: 的 
光滑 性 由 两 个 光滑 喘 射 的 合成 仍 为 光滑 映射 得 到 ， 璋 了 验证 映射 
Vss 具有 韭 " 的 (在 区 域 4 中 每 一 点 )Jacobi 行列 式 J (Ya). 

实际 上 ,映射 多 wx 由 两 个 映射 合成 : yzse=9ef 4- 有 (了 5). 
添 射 :的 Jacabi 优 昨 分 解 为 册 射 1"! 的 Jacobi 姑 际 和 映射 9 的 


Jacobi 乱 阵 芍 张 硬 ， 现在 4p 一 ( 狗 ) 我们 看 5 和 ,办 为 4+= 民 ( 
CN RR CR TT CR 
1<a< 人 给 出 了 光 清 映射 庆 : 4 一 0 所 以 按 腥 合 的 数 的 全 分 公式 


Ez 


得 到 :397 一 了 名 3 这 证 说 Jacobi 乱 阵 ax 分 解 为 爽 个 全 
Bl 


阵 四 和 人 的 乘积 ， 这 里 利用 了 些 降 需 积 的 元 素 用 两 个 矩阵 的 
元 赤 米 表示 的 公式 ， 现 在 只 须 说 朋 Jacobi 年 阵 df 和 好 一 的 关系 
咯 可 .: 因为 台 成 映射 "了 是 区 域 C 到 自身 的 恒 等 映射 (参看 正则 
坐标 系 的 定义 )， 那 么 ， 按 已 证 明 的 公式 得 到 a(f71o 有 二 弛 -1odf 
一 8， 这 里 如 为 于 阶 单位 矩阵 ,最 后 得 到 上 时- = (df)-!， 这 就 证 明 
了 系 阵 ZYass 满足 恒等式 so 一 (49) (4 用 -5 于 是 了 (ge 一 了 (9) 
/17( 有 )， 并 且 因 为 两 个 Jacobi 行列 式 J(g) 和 J(f) 都 不 为 零 , 所 以 
Jacobi 行列 式 J(Yw:) 也 不 为 零 、 引 理 得 证 ， 

如 果 给 出 了 区 域 避 到 区 域 44 上 的 映射 j, 它 建立 了 了 区域 中 的 
曲线 坐标 ,那么 把 区 域 4 映 到 0 上 的 跨 射 广 : 可 认为 在 区 感 4 中 
建立 了 (借助 于 区 域 C 的 笛 卡 儿 坐 标 ) 曲线 坐标 ， 今 后 常常 将 利用 
这 个 简短 的 论述 从 上 映射 站 转 到 逆 时 射 /1 

假设 在 区 域 C 上 给 出 光 少 的 耳 数 组 : {x'(P))},1<<i<sn， 和 何 
知道 这 组 函数 是 否 给 出 C 中 的 正则 坐标 系 t 

引 理 2 ”假设 光滑 的 函数 组 {z!(P)}, 1<i<n, 具 性质 ;这 函 
数组 的 Jacobi 行列 式 J 了 (f= {51(P)，1i<w)) 在 区 域 C 中 不 为 
零 ， 那么 ， 在 区 域 0 的 每 一 点 三 存在 这 样 的 开 邻 域 ， 在 此 邻 域 中 
入 数组 {z'(P)} 给 量 了 正则 八 标 系 (这 样 的 坐标 系 可 称 为 “局 部 类 
标 系 ”)， 

证 明 在 引 理 的 条 件 中 没有 假定 函数 组 {z!(P)} 确 定 (即使 是 
局 部 ) 区 域 C 到 欧 民 空间 县 + 的 区 域 4 上 的 双方 单 值 的 映射 ,但 按 
隐 冰 数组 定理 (也 是 逆 映 射 存在 定理 ), 从 Jacobi 行列 式 不 为 零 可 
得 (至 少 在 某 个 开 邻 域 中 ) 北 映射 的 存在 性 以 及 光 清 性 ， 于 是 引 理 
的 结论 可 以 从 正则 化 标 系 的 定义 得 到 . 

注意 ， 满 足 引 理 2 条 件 的 函数 组 类 不 必然 立刻 就 确定 为 整个 
区 域 如 中 的 正则 举 标 系 ,就 是 说 区 域 4 到 区 域 C 上 的 光滑 映 出 1 ， 
也 可 能 不 存在 ， 实 际 上 ,看 一 个 简单 的 例子 : 把 在 挖 掉 坐 村 原点 


9 。 


的 二 维 笛 卡 儿 平面 取 作 为 区 域 OG， 而 取 作 为 陕 射 1 这 里 由 两 个 
函数 :x1 (CP),z*(P) 给 出 ) 的 是 光滑 上 映射 六 , 严 】 《x (的 ,2 ( 扔 ), 这 
里 生 (g 的 ) 一 ( 扩 )2 一 (的 全 2 人 的) 二 28 六; 也 就 是 车 设 二 六 
十 = 十 is8( 是 塌 数 单位 )， 那 么 刀 = 们 ， 这 个 映射 把 复数 
z 变换 成 它 的 平方 (为 方便 起 见 ， 可 以 认为 两 个 欧 氏 平面 灵 537) 和 
及 *(z) 是 重合 的 ), 在 平面 极 坐 标 (r, Pp) 下 可 方 恒 地 写 黄 这 个 映射 ， 
得 到 fr 9) 一 《r?, 29); 图 6 在 几何 上 表示 了 映射 了 的 运算 .我 
们 来 求 映射 的 Jacobi 答 到 式 了 (及 
《例如 ,在 RR(y) 上 原来 的 币 卡 儿 
坐标 系 扣 , 护 中 计算 )。Jacobi 算 
阵 寻 具有 形式 : 
3! 232 
中 Cs 29! ) 

是 TO =49) + a) > 图 8 

我 们 看 到 ， Jaeobi 行 列 式 在 区 域 C 中 所 有 的 点 是 正 的 (因为 原点 
术 在 其 内 )。 固 此, 按 引 理 2 我 们 的 映射 在 区 域 避 的 每 一 点 的 某 个 
开 邻 域 中 建立 了 局 部 (正则 的 ) 坐 标 系 ， 然 而 这 上 冉 ， 峡 射 了 没有 道 
了 肌 射 六! 因为 了 不 是 双方 单 值 的 ， 实 际 上 ,每 一 个 点 (不 是 坐标 原 
下) 证 让 后 吾 :( 们 在 肌 射 了 下 总 有 了 丙 个 原 象 , 这 就 是 点 (> 的 
和 (rsp 二 ,当然 这 两 点 是 区 域 吕 中 的 不 同 点 .于 是 ,假如 给 田 了 
具体 的 区 数 组 ， 要 求 它们 作为 欧 氏 空间 的 茶 个 区 域 忆 中 正则 集 标 
系 , 那么 为 了 验证 这 一 点 ,不 仅 要 确认 这 画 数 组 的 JacoPi 行 列 式 不 
为 零 (在 区 域 0 中 的 所 有 点 ), 而 县 要 验 还 这 组 甬 数 给 出 的 上 映射 是 疯 
方 章 值 的 ， 我 们 还 指出 , 例 闻 中 所 导出 的 消 数 组 的 Jacobi 行 列 式 ， 
当 卫 点 喧 近 零 (原点 一 一 译 洗 注 ) 时 , 趋 于 0 在 几何 上 已 知 有 下 面 
前 问题 : 殉 民 空间 到 自身 的 光滑 映射 了 ,在 对 Jacobi 行 列 式 加 上 条 
件 0<e 所 JO)SN<co 且 其 中 8 和 六 是 常数 时 ， 是 否 双方 单 值 
站 


的 ?这 里 我 们 将 不 讨论 这 个 问题 . 

区 域 0 中 的 每 个 曲线 音标 系 确 定 了 所 谓 上 曲线 坐标 族 ， 第 
个 绕 标 曲线 由 方程 24(P)=6，2?(P) := 411(P)=0s-is 
2 有) = (PP) 二 C14 各 (P) 二 6r 给 出 ,其 中 所 有 的 es 是 常 
数 , 测 二 是 连续 参数 ， 随 着 1 的 变化 ,点 卫 跑 过 区 域 C 中 某 条 光 请 
的 轨 线 ， 于 是 ,从 区 域 O 中 每 一 点 了 走出 % 条 光滑 的 雪线 ,这些 轨 
线 出 称 为 给 定 举 标 系 的 从 标 曲线 (在 呈 点 ), 对 另外 的 点 ,有 另外 
的 此 标 曲 线 系 ,并 且 当 了 点 变化 时 ， 这 个 华 标 曲线 系 光 滑 地 变形 . 
例如 , 蔡 坐 标 系 是 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 那 么 它 的 坐标 昌 线 是 直线 ,过 三 
由 ,并 是 平行 于 光标 轨 ， 在 直观 描述 曲线 毕 标 系 时 , 画 出 坐标 曲线 
常 角 亚 有 簿 的 ,特别 是 坐标 曲线 的 变换 , 在 辐 汕 的 坐标 网 下 看 起 来 
尤其 直观 (例如 , 参看 图 7). 


3， 曲 线 举 标 系 的 最 简单 例子 

这 一 段 , 我 们 从 下 面 的 评注 开始 ; 跑 氏 平面 上 的 极 坐 标 系 (”， 
号 不 是 整个 平面 及 ? 土 的 正则 毕 标 系 ， 实 际 .上 , 伐 们 可 旁 察 由 级 化 
标 系 到 笛 开交 坐 标 系 的 航 标 变换 参数 ， 这些 靖 数 是 : x! rcosp， 
好 一 rs5inag， 求 这 些 国 数 的 Jacobi 行列 式 ， 直 合计 算得 


， 


2 


or sing ) J (6 =r 


—r3inp reosp 


于 是 ，Jacotbi 行列 式 在 坐标 原点 为 9。 因 为 币 卡 儿 尝 标 系 2'， 
最 然 在 平面 及 :(z';x”) 上 (作为 坐 妹 系 ) 是 正则 的 ， 那 么 由 此 林 


见 梳 怪 标 系 不 是 正则 的 (在 定义 3 的 意义 下， 但 是 ， 关 系 到 极 维 
款 系 的 麻烦 事 并 设 有 到 此 结束 ， 这 个 “坐标 系 "使 整个 二 维 欧 氏 平 
面 到 自身 的 映射 不 是 双方 昔 值 的 , 因为 形 为 (”, 9 和 (PP 十 25) 的 
点 变 为 回 一 点 ， 


网 8 


应 该 划分 出 使 极 坐 标 系 是 正则 华 标 系 的 区 域 C， 我 们 详细 她 


分 析 这 个 例子 . 


我 们 考察 欧 氏 平面 好 :Cry 9)， 这 里 久 = 王 镶 一 旬 并 且 把 由 不 


区 式 0<e<2r，0<r< 十 co 确定 的 无 限 带 形 看 作为 区 域 C， 郝 
各 在 平面 用 ?zx', sz9) 让 应 该 育 除 去 平 直线 下 这 0，z? 一 0 的 驾 个 二 


维 


FE 面 作为 区 域 4， 了 映射 有 0 >4 由 公民 w==reosp 7 =rsin 


给 出 ， 图 8 指出 了 在 映射 下 坐标 系 的 坐标 曲线 的 变化 ， 币 卡 儿 
耸 标 的 直角 毕 扶 网 变 为 极 毕 标 网 ， 映 射 /的 双方 单 全 性 和 正则 性 
是 明显 的 。 
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现在 考 崇 三 维 网 氏 空 间 ， 并 研究 所 谓 柱 面 坐标 系 ， 变 换 公式 
为 :2 二 Tc0s ,2 一 ?singp,2? 一 ,研究 展 ?9 扩 ,这 里 六 二 
护 二 Pp,9 二 z， 并 暇 区域 (0<r) 0<%<2x; 一 <z 之 十 09) 作 为 
0. 上 从 引用 的 公式 定义 了 光滑 的 映射 了 CC->ACR?Cz'，22, 17)， 
这 里 区 域 4 由 及 ?2', zz9 中 删 去 半 事 面 而 得 到 (图 0，Jacobi 


矩阵 其 有 形式 * 
.085 们 sinm 0 
(2 reosp 0 ) 


0 0 1 


其 Jacobi 行列 式 党 于 r， 于 是 ， 在 区 域 刀 中 梓 面 坐标 系 是 正则 的 
Wacobi 行列 式 仅 企 z 币 的 点 上 等于 0); 整个 空间 除去 于 平面 (9 
二 0,7 闫 中 保证 了 双方 单 值 对 应 . 


Rit,wp,2) 


图 9 


现在 我 们 考察 % 维 败 氏 空间 ， 并 引进 所 谓 奈 面 仅 标 系 ， 我 们 
提出 如 维 财 的 变换 公式 ,并 计算 此 Jacobi 矩阵 及 Jacobi 行列 式 ， 
击 分 析 区 域 C 和 4 的 结 爸 (为 了 直观 起 见 ) 仅 对 三 维 欢 氏 空 间 的 稼 
襄 进 行 。 变换 公式 为 ; 

Cr 一 
3 


Xl=rcosph,, 

x rsing ,cosf,, 

Xr =rsing,sind, cosd,, 

ee 

"T= rsin0, sinf, sing,s coOsO,_L 
3 


"= rsing, sing, msing,.3 sing,.1 。 
注 这 组 公式 的 构造 是 清楚 的 ,认为 每 一 行 都 有 世间 的 来 历 ， 


只 是 参数 01, 在 足 标 f= n 时 , 等 于 9， 这 种 看 法 晤 着 宣 的 。Jacobi 
怎 阵 具 有 形式 @ 


co singtowm 


64 Sing, ing, 
rsinty reowd co, 


20aB ey rooct vind, ,alagu 


nd 


{ ringsing 和 ， 

PR se i: 上 
0 On sin G3030 .2003 iad sid 00s9 lad 
ii ring sing soy 


=rsing ,rmsing, icosg_icosg 1 ,i 
+ rsinmf ye sing... ysingd._ sind. ,ot 
到 rsingtesing yi 
Js 7] Sse=rtsing,y 74=7rsin?0 ,singss 
Je=rtsind,sin®g, sing,, 
等 等 , 
对 三 维 殉 氏 空 间 , 球面 玲 标 党 用 (r, 0 8) 表 未 5 此 时 变换 公式 
具 和 形式 twlersiagcosgi Xvrsingsinpy Xoreosbs OO 
0<<y<<2r.r 关 0 .在 这 样 的 坐标 下 ，7 = r?sinb ,我 们 来 研究 区 域 
C 利 4 的 构造 〈 参 看 网 10) 。 这 个 变换 的 Jacobi 行 列 式 仅 在 “机 


1 站 为 征 全 省 的 Jae0bf 术 阵 一 码 ， 译 文中 的 诬 际 乱 原 3 让 拓 阵 的 续 窒 ， 原 书 中 
玖 扼 阵 行 芭 式 的 计算 有 有 雇 。 译 文中 作 了 修改 一 一 仓 注 ， 
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Cre.p) 
0 yA) 


图 10 
上 为 0; 为 了 保证 坐标 系 的 双方 单 值 性 ， 还 
要 和 除去 局 于 半 平面 (=0 人 六 的 点 . 在 
周 定 了 时 ,参数 小 史 的 坐标 曲线 具有 疼 1 
所 指出 的 形式 ， 这 两 个 角 和 参数 有 时 称 为 纬 
度 和 经 记 〈 它 们 在 昌 球 仪 上 给 出 缀 标 网 ). 
Jacobi 年 隆 (在 三 维 的 情形 ) 具 有 形式 : 图 陈 

singeos gp sinbsing cosb 
“| reosBeos Pp reosbsingp —raing } 


一 rsingsinp rsingoosm 0 


81 习 题 
1 证明 函数 组 4 一 4 十 siny,0=y 一 礁 sinz 在 平面 上 上 是 正则 坐标 系 . 
2， 证明 在 加 周 & 上 不 能 给 出 一 个 统 ， 的 举 标 系 . 


3， 在 极 坐 标 系 下 写 出 Laplace 方程 An= 人 1 。 


$2 在 曲线 坐标 系 中 有 曲线 的 长 
1， 在 欧 氏 坐标 系 中 曲线 的 长 


我 们 考察 欧 氏 空间 R", 并 在 RR' 中 给 出 欧 氏 数量 和 : 公办 = 


5 * 


2, 有 ERR"， 此 时 , 洒 以 将 每 个 向 晤 ER 与 一 个 实数 相对 


应 ， 此 实数 称 为 它 的 模 或 长 , 且 由 公式 六 1 ==, 二 所 确定 ， 此 
公式 给 出 从 点 口 到 点 拭 民 "的 岂 晤 的 长 ， 如 果 我 们 想 确定 任意 再 
点 所 0E8" 之 间 的 距离 ,那么 就 应 计算 向 量 2 一 闽 的 发， 从 解析 儿 
何 知道 ， 王 个 启明 吕 WER" 之 闻 的 角 ， 也 能 用 数量 积 由 公民 
ce -人们 各 我 们 看 到 ， 像 向 量 的 长 和 向 蘑 闻 的 锡 这 
i 

样 重 要 的 座 量 概念 是 与 欧 氏 空间 中 的 数量 积 紧密 联系 着 的 ， 在 建 
立 基 他 重要 的 几何 概念 上 时， 常常 正 是 以 向 量 的 数量 积 作为 这 些 揣 
念 的 定义 之 基础 的 ， 

在 欧 友 空间 中 除了 直线 段 的 长 诬 外 ， 和 车 于 计算 光滑 曲线 的 长 
也 是 有 用 的 .我 们 来 给 出 光滑 晤 线 长 的 定义 ， 为 此 ， 以 参数 形式 
给 出 曲线 yx(t)》， 即 认为 欧 氏 空间 中 的 光 海 曲线 由 一 组 部 个 光 消 
函数 z(t),…, sm(#) 给 出 ， 其 中 参数 (时 间 ) 跑 过 整个 实数 辆 或 一 
个 区 间 [a, (后 一 种 铺 况 对 我 们 特别 重要 )， 同 时 认为 x1，…, x" 
是 BR" 的 入 卡 儿 些 标 ， 


定义 1 数 100 | = CFTE5W 各 为 级) 从 
点 PD) 到 虑 ?(( 或 从 全数 值 =a 到 参数 值 1 一 除 的 长 ， 其 中 
Xt) 是 具有 此 标 (安达 2，… 衬 兴 了 的 向 若 , 有 时 猴 为 曲线 P(7) 
在 点 二 的 速度 向 量 , 或 称 为 曲线 7( 丰 在 点 ! 的 切 向 量 


也 是， 我 们 称 册 线 的 速度 向 量 长 的 积分 (或 速度 向量 模 的 积 
分 ) 为 曲线 的 长 ， 邮 线 ] 攻 的 加 全民 为: 


引 理 1 给 定 光 谓 曲线 yy, ;0 和 和 ?( 扩 是 此 则 线 上 上 相应 于 
a 和 和 


参数 值 o 5 的 两 点 ， 若 fe2C?) 是 参数 二 换 为 新 的 参数 5 的 全 全 
光 洪 的 变换 ， 时 > 0 那么 曲线 氏 16) | 不 变 ， 邯 总 威 立 华 式 
10(2D| = 4) a ,01 

证 明 直接 计算 ,得 

ry “~ | fT) 名 ) 到 EA 


-| VV 

其 中 = 于 填 22,… 办 司 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

现在 假 完 给 定 了 欧 氏 空间 中 的 两 条 光 澳 曲线 《2 和 2 (7)， 
它们 相交 十 欧 工人 空间 是 点 P 即 在 在 这 样 的 参数 信 1 一 ,r=5， 本 
P=p1(a) = 入 人， 我 们 来 定义 两 个 曲线 在 它们 交点 处 的 夹 角 ， 

定义 2 两 条 用 记 的 区 滑 面 线 (的 和 ya(ry 在 它们 的 交 虚 
Po = Yat) 处 ,六 两 个 志 度 问 是 记 (o) 和 加 (不 为 党 ,由 等 
确定 的 削 罗 夭 为 此 丙 条 相交 曲线 在 


1 ek |Y2C5) | 
交点 请 的 交角 . 
注 严格 地 说 , 这 个 等 式 确 定 的 不 是 一 个 角 , 而 是 两 个 角 ， 它 
们 的 和 为 x， 但 是 营 把 出线 编 二 号码， 那么 就 产生 了 有 向 角 的 股 
您 ， 这 样 的 角 就 月 上 面 引进 的 公式 所 唯一 确定 了 ， 我 们 坚持 两 个 
闷 度 向 旦 在 交 丰 处 不 为 4 的 要 求 。 问 题 在 于 在 光 江 曲线 前 违 度 疝 
最 变 为 0 的 点 ， 这 曲线 可 能 受 折 
损 ， 其 运动 方向 陛 跃 性 地 突 煞 变 
化 - 王 是 ,在 试图 确定 与 此 曲线 在 
交点 处 的 角 时 ， 产 生 了 要 在 被 转 
折 点 所 分 开 的 两 个 光滑 曲线 展 中 。 Tt 
选择 -一 个 的 不 确定 性 (图 12)， 图 12 


?pa 


"I 


我 们 指出 , 在 光 清 曲线 上 存在 转折 点 (在 使 速 密 向 县 为 0 的 那 
些 参 数值 处 ) 决 不 违背 曲线 的 光 清 性 (参看 光滑 曲线 的 定义 )， 例 
如 ,图 33 表示 了 在 一 点 具有 转折 的 光滑 曲线 ! 这 里 光滑 曲线 在 奇 


tt) gy) 
PD Dy) 
二 E3 5 


图 13 

点 的 “转折 角 ” 等 于 x/2， 容 易 构 千岁 在 奇 点 有 转折 衣 x 的 光滑 册 
线 的 例子 (参看 图 14)，( 给 读者 
的 课题 : 写 出 图 14 中 所 描绘 曲线 
的 参数 方程 .问题 ;图 14 中 所 描 
绘 的 曲线 能 用 解析 函数 z(t)， 
所 二 给 出 吗 站 图 区 

现在 讨论 这 样 的 问题 ， .上述 曲线 长 的 定义 在 多 大 程度 上 适合 
于 关于 长 的 直观 概念 ， 这 个 直观 概念 就 是 基于 欧 氏 空间 线段 长 的 
概念 以 及 不 能 斑 伸 的 细 线 的 寿 念 ， 利 用 这 样 的 细 线 可 以 度量 比 线 
段 葛 为 复 来 的 曲线 的 长 此 外 , 我 们 也 知道 , 圆周 的 长 有 时 是 作为 
内 接 ( 或 外 场 ) 多 边 形 的 周 长 ， 当 遥 近 圆周 的 凸 多 边 形 的 边 数 趋 于 
无 穷 时 的 极限 来 定义 的 、 很 自然 地 , 我 人 从 线段 开始 . 

1， 假 发 曲线 ?C4) 册 线性 函数 x 人 《四 a't 给 山 ， 其 中 g= 党 
数 ,TSis<o ostss0， 蓝 么 计算 此 光滑 曲线 从 参数 值 ;二 e 到 参 
数 押 1 二 2 的 长 , 得到“ 


nih 


因为 线段 的 始点 是 具有 化 标 ta 中 的 虑 ， 而 其 终点 的 纹 标 为 点 
» 18 * 


fa- 中 ,于 么 通常 的 (区 区 的 ) 线 段 长 等 于 -oy a， 这 与 
积分 Ly)| 前 值 相 一 到 

2， 在 平面 R(x; 扒 上 ,假设 曲线 多 七 由 参数 方程 :一 Reosts 
yint 给 出 ， 直 楼 计算 积分 得 到 1 人 9)| 一 2r8ta=0.p= 2 
很 显 然 ， 和 这 与 我 们 早先 知道 的 半径 为 玉 的 圆周 长 揭 甫 示 式 是 一 
下 的 ， 

2， 在 曲线 坐标 系 中 曲线 的 长 

现在 ， 净 察 欧 氏 空间 的 区 域 C 中 的 任何 曲线 坐标 系 ， 状 假设 
?C1) 是 这 个 区 域 中 的 任何 光 渭 曲 线 ， 在 这 个 曲线 举 标 系 中 如 侧 写 
出 光 沿 曲线 VCD 的 长 ?为 此 ;我们 注意 在 坐标 变换 时 ;曲线 p(t) 的 
速 底 向 量 的 分 量 发 生 什 么 变化 ， 用 z!，…，z 表示 曲线 坐标 ， 即 
2! 二 人 (z); 于 是 控 妖 介 函 数 的 微分 法 则 ,有 

dxi(t) dri(z(t)) adr! 人 ze ， 
三 一 而 ~ Zr Sit, 


- SE 
-避暑 各 


i me 


-3 休 本 


即 i (1 


其 中 函数 gap) = 2 显然 , 这些 函数 关于 指标 如 ?是 


人 2 BN 


19 。 


对 称 的 ， 即 wo 二 gm 于 大 图 数 组 Br 可 组 成 对 称 焦 阵 ， 今 后 导 
GQ= [gw 来 大兴 它 ， 在 我 们 得 到 的 公式 中 ， 绕 阵 如 的 系数 巷 以 
Jacobi 乱 陈 的 元 素 的 于 积 和 下 示 的 ， 事 实 上 ， dys=( 丑 十 
和 矩阵 他 表示 为 两 个 抑 阵 乘积 的 形式 : G4=4.47， 这 息 4= dw: 
很 明显 ， pe 并 且 一 般 地 说 ， 在 举 标 变换 
时 它 是 要 改变 的 . 第 降 G() 的 变化 规律 如 何 昵 | 我 们 再 作 
一 个 变量 替换 ,由 实生 (0 证 因 灾 县 本 攻读 区 为 2 
委 ( 人 的 ) 的 正则 坐标 变换 ， 局 时 ， 把 1 分 看 作 区 域 和 中 的 新 
的 曲线 再 标 . 
这 时 ,系数 9wz( 力 按 下 面 规则 蛮 化 ; 
Ee 0 如 2 Br' D2" Ir Da? 
(的 全 -2 人 -六 p23 Dy 3 yr 
As ds! OF! Yar 2 
= pe a Be -3 GE 
WM GD = ypeG 8) (Apne)”. 
注 为 了 简化 表示 式 > "4 人 4 的 记号 ,其 中 求 和 是 按 重复 指标 
(5) 
进行 的 ,我 们 省 略 后 记号 一, 并 人 简写 为 a 人 8， 以 上 而 导出 的 公式 之 
一 go 的 = 袜 25 爷 2 为 例 ， 攻 让 到 过 个 局 定 ， 它 可 写 为 
tl 
2 的 2 的， 有 时 表示 新 的 坐标 为 zf 在 指标 上 人 写 上 “一 
搬 ”, 即 表 示 是 在 新 的 坐标 系 中 , 例如 gr 人 
函数 9ao(2) 有 明显 的 几何 意义 ， 我 们 尖 判 区 域 O 中 的 任意 
点 也 和 间 线 维 标 系 2 ，…， 字 的 经 过 己 点 的 坐标 曲线 ， 这 些 此 线 
中 每 一 条 都 可 用 参数 方程 4100 人 ep 有 一 


con 的 形式 给 出 ， 共 中 ceo( 天 刘 半 个 是 这 样 的 党 
20D 。 


i= 


数 , 它们 为 点 PC 在 华 醋 汉中) 耶 你 标 : P; 1 二 631 过 出. 我 
们 用 ju 人)(01 执 2 委 太吉 示 第 于 条 开标 曲线 . 这 时 z 绝 标 荣 中 让 
弘 条 坐标 基线 在 工党 标 么 中 汝 为: [zi(er ww Cn 和 eu 
cm) lisn, 


这 条 光滑 曲线 在 点 的 违 讼 向 最 的 仑 标 en 一 353|， 11 


» Di gr i i 
因为 np) 一 也 所 Fa 这 个 表示 起 巴 可 写 为 形式 ; gnz(8) 生 《Em， 


可》 也 就 是 说 ;函数 ywz 是 相应 的 
坐标 映 线 切 向 量 的 数量 积 (数量 
积 是 欧 氏 的 ， 这 是 所 在 空间 的 特 
征 )( 疼 15)， 

这 样 ， 我 们 看 到 在 华 标 实 作 
计 和 矩阵 C(2 象 一 次 形式 的 年 阵 那 
样 变换 ， 特 别 ， 千 原来 足 笛 民 扎 
坐标 , 球 么 矩阵 是 单 位 惩 阵 , 王 图 15 
是 在 任 知 另 外 (曲线 ) 举 标 系 中 ， 它 可 以 写 为 如 ( 芭 =4B847， 这 星 
4 一 de fr 是 第 上 用 从 标 ( 此 时 GCzy 如 ， 

“在 作 进 一 步 讨论 之 将 ， 我 们 先 来 海 罕 砷 不同 的 上 曲线 礁 标 系 中 
蝴 线 长 公式 的 最 简单 的 例子 对 这 些 曲线 下 祭 系 硕 重 以 最 式 算出 
生 阵 G、 

上 二 维 平面 R* 上 的 极 具 标 (7，9)。 en 2 


i 和 
下 拒 隐 6 为 ts) 一 ( 小 即 gu=6 = i 了 油画 已 
过 Jacobi 矩阵 ， ‘=( C089 np ,pt 

—rsing reosp 


一 ?ein 人 reoph\sing P03 


gts ey)" =( cosgp i min 


» 221s 
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于 是 在 极 毕 奈 系 中 , 记 给 曲线 KE 和 二 (761), g(t) 的 长 ,根据 公式 


表示 为 
‘ol A 
2 三 维 欧 氏 空间 R? 由 的 柱 面 坐标 (fr Pg， 加 ， 征 阵 G(#) 在 
币 下 儿 些 枝 系 C21; 22 下 为 (2)= 吾 前 面 已 算 唱 其 Jacobi 从 


阵 为 
cosp sing 0 
一 | 一 rsin 旬 reosp 0 | 


0 0 1 


100 
neom on -iw 人 中 
001 


于 县 在 桂 面 坐 标 系 下 所 给 曲线 兴修 = (r(#)，g(#),z(1 的 
长 ,根据 公式 可 次 示 为 
IC 一 | 
作为 一 个 例子 ,我 们 来 计算 间 图 柱 丙 上 絮 线 的 长, 玫 螺 线 直 估 
数 方 程 r 划 一 下 -consti gp(1) 一 @ 引 一 9 所 给 出 ， 此 全， 
20)) VT Ror 9) 0). 
3， 三 维 欧 氏 空间 RR: 中 的 球面 从 标 (7 6,)， 在 入 卡 儿 瞧 标 


系 (2 55 2 下 , 征 阵 人 为 GZz) 在 Jacebi 给 阵 前 而 已 算 过 , 为 
| sinDuosp singsing Cos 日 


和 


[A 


reosBeosp reosbsing ~rsing |, 
‘—rsingsing rsinfeosp 0 


22 


由 此 


了 0 0 
Gr 0, Fp) =dp (dp 0 rt 0 . 


0 0 nsin’g 
于 是 寿 球 面 从 标 系 下 ;也 给 曲线 于 加 二 (DD， 人 和， (21) 
揭 长 ,按照 公式 尽 示 为 


Lp) “py 人 I (人 i in 本 ) 

有 了 时 仅 写 出 弧 长 微分 本 的 显 式 来 代替 弧 的 全 长 的 表示 式 常 
常 羡 方便 的 特别 息 在 上 面 所 分 析 的 例子 中 ,这 些微 分 (在 相应 的 
华 标 系 中 7 取 如 下 的 形式 在 平面 极 瞧 标 受 中 ，( 人 dt = (gr) 十 
Pp) 在 有 R? 的 柱 痢 坐标 系 中 (2 一 (2r72 rdP)2 i (dz) 
在 R? 的 球面 坐标 系 中 , (21) ?= (dr)? 寺 rt(80) ?risin*0 (dp)?. 


3， 在 欧 氏 空间 区 域 中 的 当归 (Riemantl) 度 最 
这 样 一 来 ， 我 们 把 区 域 袜 中 的 你 一 个 面 线 坐 标 系 3 与 一 个 光 
滑 的 矩 苏 靖 数 G(3) 相 对 应 ,这 年 阵 函 数 (区 在 举 标 受 换 时 , 象 - 
次 型 (在 每 一 点 ) 揽 样 变换 这 一 组 矩阵 的 数 的 作用 在 寺中 它 能 够 
计算 出 在 曲线 企 标 系 中 的 曲线 长 。 我们 从 这 组 仿 隆 昂 数 的 所 有 有 
性 质 中 突出 它 象 次 型 (在 适 ~ 点 ) 闭 样 安 换 的 性 质 ， 现 在 芳 灾 满 
足 这 个 性 等 的 在世 一 组 第 阵 函 数 . 
定义 2 妇 果 在 欧 线 区 间 区 域 的 每 个 正则 坐标 系 2 9 2" 
中 定义 了 一 组 光滑 函数 gmr(z5 5， 误 是 :(1)7 gnp(2) 一 gpmkz) 
(四 甜 阵 GG 是 对 称 的 );5《2》 算 隆 G(z) = (gmp} 是 韭 退 化 的 和 和 正 
定 的 ; (3) 在 开标 变换 = 和 时， 算 阵 Go) 接 照 规则 GC) = 
Rfzy (dp)" 变换 (提醒 一 下 ,我 们 仅 著 虑 吾 标 系 的 正则 变换 ,这 
时 dy 志 示 坐标 变换 藤 Jacobi 抢 阵 zyra 那么 我 们 说 在 欧 氏 空间 
+ R30* 


- 区 域 C 中 给 则 了 黎 肝 度量. 
定义 3 ” 蔡 在 区 域 C 中 给 出 了 黎 坚 度 基 GCz) = tgs， 并 在 
坐标 系 * 中 给 出 了 光 清 曲 线 拒 攻 一 12 人 让 }， 则 称 数 


io) | = SD ED 
为 二 线 ?() 从 点 ?(a) 到 片 D) 的 长 。 漂 两 条 光 训 黄 线 ?it) 和 


pa(t) 在 某 一 点 PEC 相交 (0 (0) ps(0) = 已 7(0) 天 90， 六 CO) 天 
0)， 则 称 满 中 


PELE #0 
ges 

JE ET 
Vals 9 Ea 呢 


cosPp= 


的 数 p 为 (在 所 给 化 量度 量 下 ) 果 线 加 (和 po 站 之 癌 的 交 朋 . 

上 述 黎 曼 度 导 的 定义 现在 可 以 用 比较 地 不 灾 的 述 语 米 叙述 . 
而 雯 求 助 守 度 屿 的 明显 的 坐标 示 示 庙 ， 这 就 是 ， 黎 曼 度量 的 给 出 
能 够 在 经过 区 域 中 每 一 点 的 所 有 光 潜 曲线 的 切 向 谤 的 集合 上 定义 
二 次 型 ( ， 》。。 确实 ， 涯 ?0) 一 P= PC0)，PSC,， 则 对 各 最 
有 (信和 9 一 名 (0 这 里 让 人 EEC 可 以 令 
全 ,只 一 加 并 中， 注 写 ， 向 量 5, 和 的 华 标 是 在 唉 标 票 2 …。， 如 中 
计算 的 . 

引 理 2 喘 射 训 7> 信 ,办 ;给 出 了 光滑 邮 依 关于 点 的 玫 温 化 
正定 的 二 次 型 . 

证 明 所 休 碳 射 的 对 称 手 和 观 线性 出 定 义 2 得到， 我们 米 沦 
断 这 个 对 应 定义 了 冯 线 性 型 ， 作 正则 坐标 变换 {zj 一 ft, 这 
时 

PE {oD at) po)= (a1), 7, a) 


3 
和 


由 此 得 到 
gz! 3z1 5 Kd 站 


"DDE 
ME MOE = J 9 Der a 


-2 Bz" Be ge” 

3 gzt Nas! 27 
= 9 -CD 

这 就 是 说 ,入 ,人 确实 是 汉 线 任 民 在 证 明 中 利用 了 37- 关 计 一 区， 

这 由 (3 网 ] (2%) 一 一 至 得到. 引 埋 证 毕 . 

于 是 , 黎 曼 度量 的 定义 可 用 如 下 的 术语 给 出 : 若 在 欧 氏 空间 区 
域 O 中 鲸 一 点 ， 潮 切 十 过 此 点 的 光滑 曲线 的 向 是 给 出 了 非 迟 化 正 
定 的 双 线 性 型 [数量 积 )， 那 么 我 们 就 说 在 区 域 C 上 给 出 了 黎 学 
度量 . 

也 引 理 2 得 到 这 个 定义 与 定义 2 是 等 价 的 ， 特 别 是 ， 击 引 理 
2 得 到 光 席 曲线 的 长 与 泽 奈 系 的 选择 是 无 关 的 ( 戎 确立 了 效 曼 度 
量 , 即 它 在 某 一 个 坐标 系 中 给 定 , 并 且 在 坐标 变换 时 按 上 面 指出 的 
规则 变 痪 ). 

获 曼 度量 存在 吗 ? 我 们 上 面 已 经 援引 了 例子 事实 上 , 湖 在 到 
域 C 中 的 笛 卡 儿 难 际 下 给 出 什 阵 G(z)=,( 这 里 避 ,…，" 是 区 
域 C 中 的 第 -让 儿 坐 标 ), 那 么 在 由 笛 站 名 坐标 系 经 正则 变换 得 到 的 
征 何 其 他 曲线 瞧 标 系 3 下 , 可 以 按 定义 令 GC2) = UyG(2) (2y) ”= 
APYy)" ,这 里 4 是 所 给 变换 的 Jacobi 村 上阵 , 因为 很 显然 ,任何 正 
则 坐标 系 : 是 从 第 卡 儿 众 标 系 经 止 旭 变换 而 得 到 的 (参看 前 面 正 
则 鞋 标 系 的 定义 为 因而 就 定义 了 在 任 健 正则 坐标 系 下 的 矩 笑 函数 
Btz)， 由 进行 的 论证 得 到 获 曼 底 最 应 该 适合 的 所 有 条 件 (1) 一 (3) 
者 满足， 实际 上 ,; 社 质 C1 和 (2) 可 由 (区 证 又 直接 用 证; 性 质 
“3 可 从 两 个 爸 标 变换 合成 的 Jacobi 捧 陈 敬 于 每 一 个 誉 祭 变 换 的 
Jacopbi 矩阵 的 乘积 2 多 .5 二 20425 zs; 得到， 这样, 我 们 就 定 
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-Jo 4 各 雪 一 全 89 


多 了 在 欧 氏 空间 区 域 中 给 定 的 黎 曼 庆 量 。 这 个 度量 是 欧 氏 度量 ， 
并 且 光 渭 曲 线 弧 长 微分 的 平方 在 入 卡 儿 些 标 系 下 写 为 (80)?= 


3 (dz 但 是 , 若 给 出 的 是 任意 的 黎 晶 度量， 那么 我 们 不 应 该 


希 嘱 通 过 区 战 C 中 适当 的 坐标 变换 使 这 个 诬 基 化 为 全 (mo2 的 
jl > 


定义 4 在 区 域 C 中 给 定 黎 曼 度 量 8， 若 在 区 域 C 中 存在 这 
痒 的 坐标 系 ! (一 般 地 说 ,是 田 线 坐标 系 )， 在 此 坐标 系 下 CG( 人 ) 变 
为 单位 矩阵 , 则 称 此 柳 曼 度 基 怠 是 欧 氏 的 ， 

假使 给 遇 的 是 欧 氏 度量 (相对 于 其 个 坐标 系 )， 那 么 可 以 写 出 
使 这 全 度量 也 是 欧 氏 的 所 有 另外 的 玲 标 系 ( 这 翌 的 又 标 系 很 客 ). 
这 种 措 述 将 在 以 后 给 出 ， 因 为 在 当前 不 具备 解决 此 问题 所 必需 的 
知识 。 这 里 我 们 仅 指 出 ， 所 有 这 样 的 坐标 系 可 以 从 一 个 从 标 系 用 
欧 民 空间 的 旋转 ,平移 和 芭 射 的 方法 得 到 ， 


“ 非 欧 度量 *， 即 在 任何 坐标 系 中 邦 不 能 化 成 形式 为 立 ! (lz)? 


的 度量 ， 它 的 存在 性 暂时 还 无 从 可 推 得 ， 目 前 我 们 还 不 能 指出 这 
样 的 获 受 度量 , 关于 它 可 确 它 无 疑 地 断定 , 它 是 非 欧 度 量 ， 直 观 上 
乡 明 显 , 为 揭示 出 这 样 的 放量 , 需要 找 出 在 坐标 药 正 则 变换 下 保持 
不 变 葛 属于 这 个 度量 的 某 种 不 变 二 、 那 时 ， 我 们 希望 能 比较 两 个 
度量 的 不 变量 , 并 揭示 出 这 些 不 变量 的 不 同 , 从 而 揭示 出 两 个 旗 癌 
的 不 签 价 性 ， 这 样 的 一 些 不 变量 实际 上 是 存在 的 ， 并 且 我 们 龙 很 
快 地 确定 它们 ， 只 再 到 那 时 ， 我 们 才能 严格 地 证 明定 叉 在 欧 氏 空 
间 区 域 中 的 非 欧 度量 的 存在 性 . 

依 早 先 楷 出 的 那样 ， 在 任意 的 坐标 系 > 下 零 出 的 欧 氏 度量 失 
去 了 它 的 简单 的 “ 欧 民 形式 " 井 由 抑 阵 G6(2) 给 出 ,这 时 “ 拓 别 " 欧 民 
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度量 就 不 那么 简单 ,特别 是 在 没有 给 出 任何 能 区 分 不 同 底 量 ( 即 术 
能 存 适 当前 从 标 变换 下 从 一 个 变 到 另 一 个 的 放量 ?的 不 蛮 基 的 时 
候 ， 我 们 来 看 看 在 上 面 所 指出 简单 的 曲线 坐标 系 中 如 何 写 出 欧 氏 
放量， 不 写 出 黎 曼 度量 的 抢 阵 9(z) ,而 写 出 光滑 曲线 弧 长 微分 的 
平方 (QD gif(z)aeiadzi 常常 是 方便 的 . 

1， 在 平面 极 准 标 系 中 : (4d 人 ) ?=dr? rdgp”, 

2， 在 三 维 空间 柱 面 坐 标 系 中 : (07)* 一 &r* 十 n*8p! 二 dz 

3. 在 三 维 空间 球面 华 标 系 中 ; 

(aD) = dr + (a0! + sin bd). 


4， 不 定 度量 

到 现在 为 小 ， 我 们 遇 到 的 仅 是 所 调 黎 曼 度 量 的 正定 度量 ， 和 尾 
别 是 ， 我 们 所 分 析 的 所 有 的 例子 都 是 正定 度量 ， 但 是 在 应 用 中 常 
常 遇 到 所 请 不 定 庶 最 . 

定义 5 假设 在 欧 氏 空间 区 域 O 的 每 一 个 正则 坐标 系 z5 9 
2" 中 定义 了 : -组 光 清 函数 fsa(zl so)}， 它 们 满足 除 王 定 要 求 
外 的 加 在 获 紧 麻 量 上 的 所 有 要 求 (参看 定义 2 )， 也 就 是 说 所 对 应 
区 二 次 型 不 是 下 定 的 ,于 么 就 说 在 区 域 C 中 给 出 了 不 定 度量 . 

我 们 考察 仍 欧 空间 县 + 中 的 所 潍 指 标 5 的 伪 欧 度量 作为 不 定 
度量 的 最 简单 例子 .为 了 构造 这 个 度 共 ， 考 峙 下 而 的 空间 和 度量 
就 足够 了 :在 笛 玲 儿 坐 标 +'，…,x" 下 的 通常 的 欧 氏 空间 丽 " 并 在 
每 一 点 PER" 拾 出 下 面 的 双 线 性 型 (具有 常 系数 , 即 与 点 无 关 的 系 


数 ): 信众 ,一 一 D81W 十 了 5， 于 是 ， 对 任意 的 光谱 曲 线 
(的 = 人 (Dj 1Si<So 其 弧 长 按 公式 表示 为 


。27 。 


在 n=4 时 , 指标 为 1 的 仿 欧 空间 有 时 蒜 为 MpnKoacrku (Mink- 
owski) 宰 间 ( 在 洪 义 得 对 论 中 ); 同样 我 们 也 将 考察 民 ! 和 民 ?2， 开 
们 指出 , 指标 为 0 的 仪 欧 空 间 就 是 通常 的 欧 氏 空间 , 

注 对 空间 吾 4-。 的 研究 在 某 种 意 内 王 可 归结 为 对 空间 及 
的 研究 ， 因 为 在 空间 下 ,中 所 有 的 长 可 以 乘 以 i( 卉 单位 ); 于 是 
形式 ( ， ss 可 化 为 形式 《 ， 》;， 所 以 为 简单 起 见 , 可 认为 8 


浦 足 不 等 下:s< | 全 | (台数 部 分 )。 


也 保 在 通常 欧 氏 空间 一 样 ， 在 替 间 县? 中 向 量 # 的 长 由 公式 
上 rw 本 定义 , 竹 在 玉 ; 中 不 网 于 在 R" 中 向量 的 长 可 以 
是 零 和 虚数 .事实 上 , 因为 形式 4“ ， 》 不 是 正定 前 ,所 以 ,例如 从 
您 标 原点 发 出 的 所 有 向 总 EE 及 ? 的 集 仿 分 为 电 , 如 ,<0 (类 时 向 
量 ), 仑 , 纺 ,==0( 光 向 时 或 六 疝 向 量 ， 仿 , 全 ,>0( 类 空 向 母 ] 这 三 个 
不 相交 的 集合 ， 这 种 稍 况 品 缮 了 有 零 长 , 实 长 和 虚 长 辐 曲 的 情况 . 
确实 , 类 时 向 是 其 有 虚数 长 , 光 疝 最 ( 达 向 向 巧 ) 贞 有 零 长 ， 耐 类 空 
向 最 其 有 实数 长 ， 这 三 种 类 型 的 办 县 从 它们 在 空间 的 位 置 来 看 也 
是 相互 隐 腐 的 。 我 们 来 描述 从 举 标 原点 由 出 的 这 些 向 量 的 分 布 情 
况 ， 由 定义 知道 ， 迷 向 向 量 填 满 了 顶点 在 沧 标 原点 的 整个 锥 面 : 


(z+ 了 2) (xz7?=0; 类 时 向 量 位 于 锥 面 的 “内 部 ”， 即 在 几 
1 3 


坐标 辖 1,…2! 确定 的 锥 面 腔 内 ; 而 类 空 向 量 位 于 锥 面 的 “外 部 ” 
(图 16)， 单 这 一 点 就 已经 表明， 不 定 度 量 确定 了 比 欧 氏 度量 多 得 
多 的 各 种 几何 (在 度量 的 意义 下 )， 

注 在 ( 狐 义 相对 论 中 的 ) MugRoBcER 空间 及 1 中 ， 迷 向 锥 
面 全 部 由 所谓" 光 向 最 "中 (加 全 对， 一 0) 组 成 ,并 称 为 光 锥 ， 因 为 由 


坐标 原点 发 出 的 光线 ,将 沿 此 锥 面 的 一 条 母线 传播 (假设 取 参 数 ot 
。 28 


图 16 

作为 从 标 re 是 表示 光 呈 的 常数 )。 

也 象 欧 氏 空间 一 样 , 现在 可 以 定义 指标 s 的 伪 欧 空间 R? 中 任 
意 光 滑 曲 线 的 长 

了 | ‘= NP VS 

与 欧 氏 情形 不 同 之 处 在于: 某 条 曲线 的 长 可 能 是 零 ， 纯 虚数 和 复 
数 ， 实 际 上 ,由 于 沙 疹 向 线 的 积分 的 可 吉 性 , 它 可 分 为 几 个 被 加 项 
的 和 {为 简单 起 见 ,假定 被 加 的 项 数 是 有 限 的 ), 其 每 个 被 加 项 的 特 
征 是 ， 在 被 分 出 的 曲线 跋 上 每 一 点 的 数量 积 《< 不 改变 符 仓 
( 辐 样 可 分 出 有 和 零 长 的 曲线 段 )， 于 是 ,在 一 般 情形 , 曲线 的 长 可 以 
用 复数 号 出 ， 

为 了 更 方便 地 表示 狭义 相对 论 的 某 种 柳 应 而 引进 的 空间 R11， 
在 科学 发 展 史 上 起 了 很 大 的 必用 .我 们 在 空间 Et 中 引 人 举 标 
2 十 十 
dz?, 其 中 1 是 时 间 ,。 是 光速 , 在 Ri 中 考察 正 交 标 架 eBay 83, 听 
(对 及 中 欧 氏 度量 而 论 ， 改 :供给 空 间 Ri 的 模型 ,为 了 说 明 的 直 
观 , 使 及 , 与 四 维 欧 氏 空 间 和 相合， 我们 考察 任何 物质 的 微粒 的 所 
谓 “ 宇 宙 线 "PC )， 它 是 空间 RI 中 的 光滑 狐 线 ， 如 果 举 标 rp 
解释 为 空间 的 誉 标 ， 邦 么 微粒 涪 此 轨 线 的 运动 可 以 解释 为 柴 个 在 
三 维 欧 氏 空间 中 迁移 的 质点 在 时 空中 的 进化 . 象 以 前 一 样 ,候选 了 
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总 轨 线 ?(D 在 点 了 的 切 向 是 ; 那么 闲 为 在 狭义 相对 论 中 采用 任何 
信号 的 传播 速度 不 能 超过 光速 < 的 假说 ,所 以 
o>vV Ty td 

这 里 Ce 开 , 下 ,好 , 8z) 是 沿 着 委 线 (在 切 向 量 (的 方向 上 的 
无 穷 小 售 移 向 局 的 坐 祭 ， 换 条 话 涪 ， 任 何 路 程 的 长 的 上 界 可 以 苛 
这 样 的 距离 来 估计 : 光线 在 给 定 的 上 时间 区 间 内 可 成 功 地 走 过 这 个 
上 抵 离 ， 由 此 我 们 得 到 沿 着 任何 物质 微粒 的 字 宙 线 YCr) 总 是 满足 
关系 式 一 e 虹 ?十 酌 ? 十 醒 3-1 822<0, 即 (7Y(r)，7(z)》<<0， 这 就 是 
说 ， 切 于 宇宙 线 的 每 个 男 向 量 是 类 时 的 向 量 ， 由 此 也 得 到 牺 质 微 
粒 的 字 宙 线 总 是 取 虚 数 长 .特别 是 ， 字 宙 线 全 部 严格 地 在 学 锥 ( 迷 
向 锥 面 ) 内 传播 , 此 锥 面 以 夺 轴 为 自己 的 轴 ， 这 个 条 件 在 宇宙 线 的 
每 -- 点 都 应 满足 (参看 狗 17) . 我 们 指出 ， 补 伪 欧 空间 的 每 一 点 都 
有 侈 定 的 过 问 名 面 , 在 后 鹿 的 裔 和 中 ,我们 还 要 回 过 来 更 详细 地 降 
究 Manrkoacgi 直 几何， 


图 17 字 宙 线 ， 图 中 下 面 的 一 条 线 是 不 可 能 的 ， 


§2 习 题 
1 验证; 曲线 长 可 以 作为 依次 连接 曲线 上 有 限 个 点 的 线段 所 组 成 的 折 
线 , 当 最 长 的 线段 趋 下 0 时 的 极限 . 
2， 证 明 : 在 欧 氏 室 同 ,连接 两 点 的 的 线 中 以 二 线 的 长 为 最 短 , 
30 


$ 3 球面 和 平面 上 的 几何 


开始 , 我 们 考察 二 维 欧 氏 平面 , 它 具 有 笛 卡 儿 维 标 z,y， 并 被 
赋 以 欧 氏 度量 UL? 二 dz? 十 岂 * (注意 ,为 表示 光滑 曲线 弧 长 的 无 穷 
小 元 素 , 际 用 a7: 外 ,有 时 也 用 记号 .者 *. 我 们 将 使 用 这 两 种 符号 )， 
这 个 黎 曼 度量 ( 它 的 正定 性 是 显然 的 产生 相 应 的 数量 积 ( 光一 
9 十 &18 给 出 数量 积 就 很 肖 然 地 产生 回 周 概念 一 作为 长 为 到 
药 向 量 终 点 的 集 和 个， 车 在 平面 凸 引 进 极 坐 标 ， 则 中 心 在 原点 的 圆 
局 成 为 形 如 7(1)= const 的 仅 标 曲线 。 在 极 坐 标 系 申 辆 绝 长 的 无 
穷 小 元 素 等 于 7&p. 

现在 , 我 们 考察 二 维 球 面 到 三 维 欧 氏 空 间 中 的 标准 嵌 人 ,在 引 
人 笛 卡 儿 举 标 %,9,z 的 三 维 欧 氏 室 间 中 ， 它 是 以 坐标 原点 为 起 点 
长 为 畏 的 向 量 终点 的 集合 ， 不 转 到 更 详细 地 钥 突 二 维 球 而 几何 以 
前 ， 先 谈 谈 下 面 一 般 的 问题 ， 假 设 在 球面 8? 上 有 革 条 光滑 曲线 
?CD)， 并 且 我 们 所 感 兴趣 的 问题 是 计算 这 个 曲线 (或 它 的 一 部 分 ) 
的 长 。 因 为 事情 是 在 欧 氏 空间 进行 的 ， 于 是 可 以 考虑 外 围 的 三 维 
欧 氏 度量 本 ?一 iz? 十 硬 : 十 加 2 而 把 光滑 曲线 写成 参数 形式 六 (二 
二 (a(z), 区 iD) 2 二 力 ， 并 且 按 昭 上 上面 所 说 明 的 方案 计算 我 们 所 感 
兴趣 的 量 ， 若 我 们 想 测量 在 球面 上 两 条 相交 曲线 pC1), py2(#) 的 
角 ( 此 时 两 条 曲线 整个 都 在 球面 5 上 ) 时 , 就 正 是 这 样 处 理 的 ， 为 
此 ,需要 求 出 向 量 7 ,ys 的 笛 卡 玫 符 标 (在 二 维 欧 氏 空间 ), 然后 青 
利用 外 国 的 欧 氏 度量 来 计算 这 个 角 ， 

但 是 ,同时 应 该 注意 , 所 有 这 些 计算 仅 利用 了 集中 于 直接 临近 
球面 外 上 的 欧 氏 度 败 的 性 质 。 换 多 话说 ,一 开始 就 考察 促 集中 于 
二 维 球面 上 点 的 欧 氏 度量 ， 并 用 这 个 球 画 上 的 些 标 术语 写 吊 这 个 
庶 量 ， 因 为 球面 8: 在 杏 ? 中 用 一 个 方程 给 出 ， 十 是 开 孙 球面 上 点 
的 位 置 的 参数 个 数 为 2( 即 比 三 维 空 间 中 祖 应 的 参数 数目 少 ]). 营 

+ jis 


在 RR' 中 引用 球面 坐标 (7, 98,w) 就 可 以 看 出 这 是 很 明显 的 ， 这 时 ， 
半 短 为 五 的 二 维 球面 由 一 个 方程 "= 有 R= const 给 出 ， 我 们 用 显 式 
来 计算 整个 都 在 球面 8 上 的 两 条 曲线 切 向 量 〈 因 而 电 与 球面 相 
切 ) 的 数 吴 积 .， 没 p42)= (BR,0(1j pA(1D, yat)= (BR, 02(0), 
Dal))s 十 是 ， 
PD= C06, p1), Plt)=00,6,, 92), 
C717) =R 66+ sin’gCt ) pip, 

其 中 C8),p(t)) 是 曲线 p37) 与 Y(t) 交点 的 坐标 ， 由 几 可 见 ， 
我 们 所 计算 的 数量 积 与 两 个 向 量 从 /四 ,), (6s8s) 关于 新 的 双 线 作 
形式 忆 信 6 sin 0(t)919s) 的 数 基 息 相 符合 ， 这 个 双 线 性 形式 
定义 了 二 次 形式 Rt (26: 十 sin*6dqg?), 它 是 由 欧 氏 空间 中 的 相应 组 
二 次 形式 dr 1 (89* 十 sin 中 dp') 用 变量 9，qp 的 新 的 前 教 了 一 下 
二 const,8=0,8 二 = 代 赫 变 量 7,9,9 而 得 和 到， 我 们 说 ， 引 进 这 种 
运算 以 后 所 得 到 的 球面 5 上 获 受 度量 下 (ob 十 sindgp) 是 外 腿 
三 维 空间 的 欧 氏 度量 在 球面 上 的 话 导 度量 , 

在 球面 5S* 上， 点 的 位 置 可 用 两 个 参数 9、9 (纬度 和 经 度 ) 给 
出 ,于 是 点 在 球面 上 的 向 径 可 以 表示 为 <=z(9, w) = Rsin0eosg， 
yy(0, Pp) = Rsindsing, z=200, Pp)= Reosd. 将 此 三 个 函数 ( 依 
条 两 个 参数 ) 代入 三 维 空间 中 组 长 微分 的 平方 表示 式 82 十 四 ?十 
必 5 得 到 (dz(， 9))*+ (dy (0 9))+ (dz 0, ¥)) = Rd0 
sinDdp). 

这 个 具体 的 例子 今后 将 被 我 们 有 力 池 概括 , 并 且 也 是 “ 谤 导 歼 
总 度 殿 " 的 极其 特殊 的 情况 ， 为 此 ,在 以 后 的 章节 中 将 引进 严格 的 
“ 沿 面 "概念 , 并 将 外 围 的 黎 曼 度 重 限制 在 “ 曲 耐 ?上 .标准 地 嵌入 在 
三 维 室 间 中 的 二 维 球面 恰好 世 是 “曲面 "， 厅 久 我 们 将 还 民 出 另外 
“曲面 "的 例子 ,此 “ 曲 济 "基本 上 是 由 几 个 变量 的 由 最 函数 给 出 的 ， 
售 如 ， 省 在 二 维 欧 氏 空 间 给 出 向 量 函 数 +=2 QV)，g=y (Wy)， 
了 


2 二 zx{w,9)， 其 中 “2 在 平面 上 的 某 个 区 域 中 变化 ,那么 这 个 向 径 


(站 u,v 变化 时 ) 将 拉 过 茶 个 集合 (假设 向 量 ( 名 ,开奖 ) 和 (各, 癌 


问 ) 在 每 一 点 (w 刀 共 线性 无 关 的 )， 今 后 , 我 们 也 称 它 为 三 维 空间 


的 “二 维 旧 面 "(以 后 将 给 出 一 般 的 定名 })， 现 在 ， 若 给 我 们 这 样 的 
曲面 (或 其 中 一 片 )， 那 么 在 目击 上 产生 下 面 的 欧 氏 歼 曼 度量 话 导 
出 的 二 次 形式 ; (dz (ws 0))3 (dy (us 90))? F(z Cu, 2))?. 

于 是 ， 我 们 考察 二 维 球面 58? 到 本 中 的 标准 找 人 人 ， 并 给 以 诱 
导 的 黎 曙 度量， 如 上 面 已 经 计算 过 的 那样 ， 这 个 度 县 的 显 式 为 : 
户 (dG? sin 0dgy'), 这 里 旬 m 是 妹 面 坐标 ， 在 球面 上 同样 也 可 引 
进 另 外 的 曲线 誉 标 ， 这 在 具体 计算 时 有 时 用 得 着 ， 我 们 来 导出 这 
些 坐 标的 基本 例子 ， 

首先 , 考察 球面 5? 到 平面 RR? 的 球 要 射影 为 此 , 把 半径 为 召 
的 球面 的 球 心 放 在 坐标 原点 0, 并 研究 通过 口中 的 仍 标 平面 县 "(z， 
从 ;在 球 男 呈 上 也 标 出 北极 入 鹅 南 杠 8S， 设 刀 为 球面 上 不 同 于 友 
的 任意 点 ; 连接 北极 站 和 囊 并 延长 WP, 交 平面 再 :(e, 攻 于 他 将 
虚 卫 与 点 旭 相 对 应 ,我 们 得 到 上 映射 po: S++>R, 车 称 它 为 球面 到 平 
面 上 的 球 极 射影 ， 由 作 图 看 出 ,映射 pe 在 除 北 极 太 以 外 的 球面 的 
所 有 点 上 有 定义 ， 可 以 设想 北极 “映射 ”为 二 维 平 面 的 无 穷 远 点 
(参看 图 18)， 我 们 写 出 映射 go 的 解析 式 。 为 此 ， 应 引进 既 在 球 
询 上 也 在 平面 上 的 坐 妹 ， 例 如 ， 我 们 现 赂 妨 : 中 的 球面 维 标 7, 9， 
;这 举 标 同时 诱 时 出 蒜 面 呈 的 八 标 和 下 商 RCz， 罗 的 绕 标 ， 事 
实 上 ,在 球面 上 出 现 坐 标 (9,p)， 面 在 及 上 出 现 举 标 (7, Pp) ( 极 坐 
标 )}， 因 为 映射 pe 保持 坐标 9 不 变 , 毛 以 为 了 定义 oo, 找 出 半径 > 
依赖 于 角 的 明显 关系 式 就 是 够 了 ， 为 此 ,我们 现 穴 用 过 点 己 ,O， 


的 平面 去 稚 如 所 得 的 地 面 (图 199， 因 为 角 ON7 等 于 于 一 人 


Ed 
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图 18 图 19 


有 而 由 直角 三 角形 ON8 得 到 ， -OO= te 至- 对 )- Retg 名 


于 是 看 出 坐标 变换 的 最 后 公式 为 p 一 pi r= Retg 人， 
我 们 米 求 这 个 变换 的 Jacobi 烦 阵 ， 它 具有 形式 


0 

| -a 

0 nef 
2sin 3 


就 是 说 7 一 一 a ;于 是 在 除 北极 外 的 所 有 点 ,变换 是 正则 的 . 


2sin? 


因而 惯用 欧 氏 平面 极 华 标 ， 在 球面 上 可 以 引进 华 标 ， 在 此 新 的 举 
标 下 球面 的 允 虹 度 其 取 怎 料 的 形式 ? 我 们 有 


dei= Pi(d0: aindag’), dr—— TR ao; 
2sin? -~ 
2 
sin? 0 La cos20 7 
Ci 2 Et 
de? = 4R4 


RT dr rp), 

应 该 注意 ， 我 们 所 得 到 的 球面 的 炭 量 形式 公 在 一 个 可 变 因 子 
1 人 5 上 不 同 于 平面 上 在 极 从 标 直 姆 出 的 欧 氏 度量 (lr*+ 
-3 了。 


TaEp5， 这 样 的 两 个 度量 称 为 是 共 形 的 . 

定义 6 在 勤 氏 空间 区 域 C 中 的 曲线 坐标 ?1,…, zr 下 给 出 地 
曼 度 划 953， 它 具 有 形式 95 (5] 二 4(2)91;() ,这里 A(z) 是 区 域 
它 中 的 光 请 改 数 ,而 名 2{z) 是 在 坐标 加，…，z? 下 写 出 的 欧 氏 度量 
的 分 曼 , 则 称 91(z) 为 共 形 度量 ， 换 们 话说 ， 藻 存在 举 标 系 *， 使 


ga(Z)= 4A(#) > dc92 时 , 则 称 度量 95if(2) 是 共 形 的 , 
Ee 


于 是 ,在 殉 氏 平面 (引入 村 坐标 ) 上 ， 能 够 考察 两 个 黎 曼 度量 ; 
entrap*( 欧 氏 的 ) 和 Hz (07+ 二 m9”) (球面 度量 )。 疯 个 
府 晤 可 以 认为 给 存 同 一 个 定义 域 Rr, 办 上 ， 同 到 上 而 提 到 的 癌 

三 一 关于 和 从 放风 内 是 上 来， 关 下 放生 民 上 内 正则 
标 变换 ,使 庆 量 dr? 二 rd 转化 为 度量 Tay (ar? rid")? 


我 们 至 少 提出 这 两 个 度 星 不 等 价 的 这 个 事实 的 直观 论据 ， 为 此 ， 
我 们 用 现 个 度量 来 计算 圆周 2 -六 :-a? 的 长 :用 欧 江 典 量 和 用 “ 球 
证 " 诬 最 ,在 这 里 我 们 将 圆周 理解 为 在 平面 及 上 的 某 个 光滑 曲线 ， 
它 的 长 可 以 用 及 :上 所 引进 的 不 同 的 度量 来 计算 ,把 我 们 所 感 党 
的 量 作为 陋 局 半径 的 函数 来 求 ， 已 知 欧 氏 公式 :1= 2reya 是 半径 
《用 欧 氏 度量 来 计算 )， 我 们 来 求 在 “球面 " 度 症 中间 周 的 长 . 首先 ， 
求 出 半径 e 的 欧 氏 最 和 和 它 在 球面 度量 下 的 量 p 之 间 的 关系 式 ， 我 
们 有 


“dr 
p= a ET T= aretg (FY 


L 2 全 Rgdp da 
oo 0 Ea : 2 Ri - 三 


团 原 书 为 sin P, 帮 为 笔 误 ， 由 译 者 改作 sin 辣 - 


“2xRsinfD 


+ 3 对 


(参看 图 20)， 几 何 上 , 量 p 下 示 出 圆周 上 从 变 点 到 北极 之 出 连 抄 
的 径 线 之 长 . 由 我 们 在 平 而 上 用 黎 曼 度量 的 语言 形式 上 完成 的 计 


i 
图 20 网 21 

算 , 可 以 用 初等 几何 的 关系 式 来 进行 、 于 是 ,着 我 们 能 用 不 依赖 于 
局 部 坐标 系 选 择 的 术语 给 半 和 从 为， 中 心 在 某 点 的 圆 疝 的 内 在 定 
义 ， 那 么 圆周 长 的 公式 同样 也 不 依 囊 于 局 部 坐标 系 的 选择 这样 
的 定义 是 存在 的 ， 我 们 称 连 接 两 点 P，8 之 间 曲 线 的 最 小 长 为 此 
两 点 司 的 距离 (对 连接 两 点 的 所 有 光 请 曲线 的 长 取 最 小 的 值 )、 那 
么 ， 到 点 了 的 距离 等 子 a 的 所 有 点 的 集合 称 为 中 心 在 了 点 半径 
为 a 的 图 周 。 为 了 应 用 这 个 定义 于 球面 的 情形 ， 必 须 证 明 球 面 5* 
上 两 点 P，@ 之 间 的 距离 等 于 过 点 了 和 8 的 大 加 疡 长 ， 对 此 只 要 
用 由 有 限 个 到 网 弧 组 成 的 折线 来 通 近 连接 尸 和 @ 的 任何 曲线 
即 可 ， 


特别 , 当 旬 >0 时 《 即 对 于 半径 和 尽 比较 起 米 是 很 小 的 回 局 来 
说 ), 得 到 1.~2rp， 也 就 是 说 我 们 得 到 的 公式 转变 为 网 周 长 度 的 
欧 氏 表达 式 . 比较 两 个 公式 : “半径 为 p 的 辆 周 的 " 欧 氏 : 长 =2xp” 
和 “半径 为 p 的 圆周 的 “ 球 两 " 长 一 27 有 sin 分 ”我们 看 到 ， 这 两 个 
函数 本 质 上 是 不 同 的 ; 特别 ， 一 个 总 线性 函数 ， 而 第 二 个 是 局 其 
且 数 , 
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凸 的 球面 不 可 能 保持 其 曲线 长 而 变形 到 欧 氏 平面 某 个 这 域 ， 
车 回想 一 下 压 篇 一 抉 奈 面 成 平面 ， 需 要 怎样 的 力 , 与 将 直 图 柱 撑 
开展 成 平面 要 加 怎样 的 力 , 两 者 比较 一 下 , 上 看 这 个 事实 是 可 以 想 
像 的 . 

上 面 所 进行 的 球面 上 圆周 长 的 计算 也 可 直接 地 在 球面 誉 标 
《9,8) 下 进行 ,在 此 坐标 下 ,球面 的 度量 为 户 (d 扩 二 sin?84g， 这 
个 度量 的 定义 域 可 认为 是 变量 为 6 gp 药 欧 氏 学 面 上 半径 为 了 的 
国 盘 ， 在 这 个 坐标 下 ， 很 明显 ， 灶 径 为 和 的 别 周 长 等 于 2xRsin0 
《图 222， 问 时 , 点 O 自然 地 与 球 的 北极 相 重 过 , 而 边缘 的 圆周 ( 半 
径 为 ) 具 有 零 长 ,因为 g9=0，sinr 一 0, 因 此 整个 这 个 贺 粘 售 到 
一 点 ,这 点 籽 与 奈 的 击 要 相 各 过 . 

现在 研究 计算 球面 上 光滑 曲线 长 的 问题 ， 放 所 衣 插 驱 线 一 一 
与 球面 舒 “ 条 经 线 交 于 同样 的 衣 % 的 辑 线 一 -作为 例子 ， 问 题 : 
求 这 曲线 从 任何 点 ?( 的 到 ?入药 长 我 们 指出 ， 这 个 曲线 在 航 
行 埋 伦 上 是 很 用 名 的 一 一 按照 它 可 方 使 地 开辟 西 个 镜 定 地 点 之 间 
的 飞机 航线 ， 问 题 在 本 从 实用 的 观点 来 看 角 a 容易 测量 ， 它 等 干 
飞机 的 速度 向 各 和 指南 针 所 确定 方向 之 市 的 角 、， 因 硬 ， 为 了 按照 
顶 先 开 习 的 连接 航行 起 点 和 终点 的 斜 驶 线 航 行 ， 仅 注音 庆 样 的 一 
个 参数 就 够 了 (这 时 , 我 们 肖 然 极为 简化 了 现实 的 情况 )。 

我 们 旨 求 出 斜 驶 线 的 显 参 数 表 法 式 ， 为 比 ， 可 方便 地 应 用 球 
极 射影 于 成 而 ( 虹 而 , 电 应 用 于 斜 跑 线 ) ,然后 在 平面 上 得 到 其 条 轨 
线 ， 为 方便 起 见 ， 在 此 ; 人 Mh 如 上 面 所 计算 


的 ,在 这 个 坐标 下 ， 球 面 的 麻 量 有 形式 :- 


a 2 (dr -i rd ). 
在 款 极 射影 fj, 经 级 化 为 过 平面 二 坐标 原点 的 射线 ， 我 们 断言 , 斜 
驶 线 的 象 号 平面 主 的 这 样 的 旺 绕 ， 它 以 辐 样 的 角 % 与 所 有 的 币 强 
相交 (并 且 ， 亲 此 除 双 许 族 转 外 由 这 个 角 叭 -地 血 定 )}。 这 个 结论 
* 37 4 


出 球 极 射影 保持 相交 曲线 间 的 角 诬 这 个 更 一 般 的 事实 得 到 ， 这 样 
的 变换 称 为 是 共 形 的 ， 更 确切 地 说 , 我 们 所 指 的 是 : 考察 外 国 的 欧 
氏 度 景 在 球面 上 所 话 导 的 球 攻 度量 (参看 上 询 )， 并 假设 两 条 相交 
曲线 在 交点 的 交角 为 wa(7，7) (假定 角 是 定向 的 (参看 图 22) 数 
多 记 ，9) 已 在 $2 中 定义 曲线 7 和 ?7: 在 映射 po( 球 极 射影 ) 下 
变 为 某 两 条 曲线 4 和 gq;, 它们 之 问 的 夹 角 在 平面 欧 氏 度 最 di* 下 
计算 时 ,用 请 (gba) 表示 . 


引 理工 对 任何 相交 曲线 ? 和 92, 等 式 q(7i 7 二 P(g1, 2) 
总 成 立 , 

证 明 比较 和 角 a 和 的 显 式 公式 , 并 且 利 用 经 岗 射 go 后 在 平 
面 R? 个 当 六 下 的 于 而 度 本 的 公式 训 居 以 证 吕 我 们 有 ds*r， 


多 ) 一 - an rdgp)，dl?(r, 9) 二 dr*-| rg?， 很 明显 ， 


dsi(r, gp) =r) ALI(rp)， 于 是 


a = pr hdd) 


引 理 得 证 . | 
实际 上 还 成 立 更 -- 般 的 结论 ， 
9 3 


引 一 8 变 gu (和 和 go (是 欧 氏 宰 间 区 城 如 中 本 二 从 标 (zy 
… 下 的 两 个 度量 , 老 对 每 一 点 (2)EC， 痢 戌 训 9 一人 7 
4(z) 是 光滑 阔 数 ， 则 在 这 两 个 度量 下 计算 的 相交 曲线 闻 的 角 是 一 
样 的 

证 明 潍 学 肖 凶 生 述 引 理 1 中间 的 证 即 可 . 

现在 回 到 竺 驶 绪 问 题 上 来 ， 由 于 引 者 1, 找 出 它 在 欧 氏 平面 上 
的 方程 下 可 ， 保持 角 « 不 变 的 条 件 就 是 (2 和 各 > oo- 
中。 是 各 的 可由 (1, 是 


P= =const) 的 速 认同 是 ， 由 此 ， TR 


A Tp 三 cosg 王 const， 上 从 而 


bs 人 
Nsin’g— ?e080 Ptgo; (Cnr)'— Potgo, r= 00r tm ,A 


展 e= 一 sonst。 令 9 一 二 有 ?一 cetgatereisr ; 力 =1, 计算 曲线 的 弧 
长 ,得 到 013 一 oem'eige cer, 其 中 c',c" 二 const, 同 题 ; 求 
”出 常数 e',e* 的 值 ， | 


§3 习 题 
， 证 明 ， 窑 球面 后 上 由 大 回 弛 组 成 的 三 角形 的 内 角 和 大 于 2z。 
。 在 球面 上 ,用 二 角形 (由 类 关东 组 成 ) 的 而 积 来 表示 它 欧 内 角 和 。 
证 明 ; 球面 上 的 相似 变换 的 相似 系数 只 可 能 竺 于 工 
4 一般 的 问题 ， 证 归 对 任何 黎 曼 度 旺 可 找到 这 样 的 坚 标 系 ， 使 得 在 此 
嵌 标 丢 中 在 给 定 的 点 的 玖 机 度 基 的 矩阵 为 单位 矩阵 - 


2 


$4 人 擅 球 面 和 xo6adeBcKrE 几 何 
我 们 考察 指标 8 的 伪 欧 空间 及 :， 欧 氏 空 间 及 "中 的 球面 5"? 
(起 球面 ) 可 定义 为 到 坐标 原点 距离 为 的 点 的 集合 , 在 伪 欧 空间 ， 
回 样 可 以 考察 到 坐标 原点 距离 为 p 的 点 的 集合 (但 现在 的 数 p 不 
9 


仅 可 以 为 实数 , 也 可 是 虚数 或 零 )， 这 个 点 的 集合 称 为 指标 为 s 的 
仿 球 面 ,并 用 8! 起 示 ， 很 明 灵 ，SY!' 一 8!， 今 后 将 以 实 举 答 ， 
虑 半径 和 零 半径 来 区 分 伪 球 面 ， 零 半径 的 伪 球 也 用 二 阶 方程 


一 2 (2 十 (#1:=0 表示 ,其 中 *…， 如 是 及 * 中 的 第 卡 


儿 举 标 ,在 R" 二 我 们 也 制作 了 伪 欧 空间 到 ?的 异型， 很 明 灰 ， 夫 
半径 的 伪 球 面 与 迷 向 ( 苓 ) 锥 面 一 至 

我 们 分 别 考察 几 个 特例 ， 设 4 二 2，s 二 1， 述 向 铁 面 由 两 银 直 
线 z'= 土 z? 组 成 (我 们 考察 引入 笠 卡 儿 电 标 za, :的 一 维 平面 及 >， 
并 在 此 平面 上 制作 指标 1 的 伪 欧 几何 模型 )， 这 个 刍 面 分 下 * 为 两 
部 分 ， 在 其 一 部 分 中 , <2》>0( 妈 自 不 等 式 |z2| 之 zj 所 定义 的 
区 域 ), 而 另 一 部 分 全 ,二 <0( 即 由 不 等 式 |oe| <jzl| 所 定义 的 区 
域 ) (图 23)， 实 半径 的 伪 球 面 一 这 是 双 有 曲线 ;一 (x)? 一 {2 人 )?= 


半 23 
名 ， 其 中 人 是 实数 ， 克 半径 的 伪 球 面 一 一 这 是 双 曲 线 : 一 (z02 二 
(gz 一 一 o2( 图 24). 

现在 设 n=3, s 二 1， 迷 向 锥 面 ( 零 半径 的 伪 球 面 ) ~ 一 这 是 通 
常 的 江 阶 锥 面 ,其 方程 为 一 (2)? (x (83)?==0, 轴 为 轴 . 它 
也 分 整个 空间 为 黄 部 分 (在 现在 情况 下 , 利用 习惯 的 术 诺 ,可 以 说 : 


40+ 


(人 < 
网 24 25 
“分 为 内 部 朋 外 部”) (图 中 )、 实 半径 圾 球面 一 这 是 单 叶 双 曲 击 : 
一 (zD03Fz59 《zw 万 半径 伪 球 面 一 -这 是 双 叶 双 上 由 
汪 : 一 (z032+ (zz 一 CDp 一 一 0) (参看 图 26)， 现 在 
研究 空间 且 的 议 量 性 质 , 重新 在 请 上 制作 及} 的 模型 :用 x,9,z 
表示 BR? 风笛 发 几 王 标 ; 此 时 信 291 二 一 2 十 灵 寺 如. 


洛 罕 大 半 径 伪 球面 ,这 是 双 目 双 则 面 , 其 方程 为 一 凶 二 一 相 十 
更 十 22， 央 为 它 左 人 在 及 ?中 ,所 以 可 以 说 “空间 召 的 儿 何 诱 好 出 
虚 半 熏 伪 球面 上 的 基 种 几何 ”"， 从 民 ? 给 出 的 不 定 度量 的 观点 来 
看 ， 这 个 意义 可 叙述 为 “ 灵 i 的 度量 在 伪 球 面 上 诱导 出 某 个 麻生 
其 实 ,甚至 禁 具 有 黎 冯 度量 的 丹 息 ， 我 们 也 能 感 子 词 “在 双 曲 点 上 
诱导 的 几何 "以 基 种 富有 内 容 的 意义 , 我 们 考察 荔 球 面 一 只 二 一 全 
二 六 十 2 (为 简单 起 访 , 仅 限 十 研究 具 一 时， 例如 由 不 等 式 2 之 0 所 


学 了 


确定 的 一 时 ); 我 们 称 双 了 曲面 上 的 道 常 点 为 诱导 几何 的 “点 "; 而 称 
双 曲 面 与 过 原点 的 形 如 oz 好 二 es=0 的 平面 相交 的 所 有 可 能 的 
线 为 诱导 几何 的 “直线 " (图 27)。 看 来 ， 在 伪 球 面 上 这 样 产生 的 几 
何 可 以 用 解 桥 几何 方法 来 研究 ( 即 役 有 涉及 黎 受 度量 的 概念 )， 与 
通常 球面 上 的 几何 相似 地 进行 得 相当 深入 ， 为 此 ， 适 当地 作出 类 
似 于 球面 到 平面 上 的 球 覃 射影 的 变换 ， 把 O@ 点 (坐标 原点 ) 看 作为 
伪 球 面 全 二 [一 8 二 一 #* 十 六 十 94) 的 中 心 ; 具有 币 卡 儿 坐 标 ( 一 % 
0 0) 的 点 作为 北航 Wi 具有 笛 卡 儿 毕 标 (a,0，0) 的 点 作为 南 要 S; 
取 过 伪 球 面 中 心 的 平面 YOZ 作为 在 其 上 实现 射影 的 平面 (顺便 提 
一 下 数量 积 (E, 芭 ， 在 平面 YOZ 上 的 限制 恰好 有 形式 节 十 Em， 
就 是 说 , 伪 欧 数量 各 < 这 动 ; 在 平 闫 了 02 上 诱 苹 出 欧 氏 数量 积 ), 现 
在 考虑 双 曲 面 之 右边 部 分 上 的 变 点 P, 并 连接 P, NC 即 连接 点 P 与 
北极 入)， 屠 么 线段 PNY 交 平面 YOZ 于 一 点 ,用 (PP) 表示 ， 并 称 


图 2? 区 28 

它 为 点 了 在 球 极 射 影 操 -> 下 的 象 ， 同 样 ,可 利 缉 珊 极 S 作 为 
射影 中 心 ， 确 定 双 曲面 的 左 迪 部 分 在 同一 平面 FOZ 上 的 球 极 射 
影 ， 图 38 表示 伪 球 面 与 过 轴 加 习 的 平面 的 截 线 ， 双 井 面 右 志 部 
分 的 象 所 黎 善 的 不 是 整个 YO2 平面 ， 而 仅 是 半径 为 & 的 贺 盘 到 
十 se<<o 的 内 部 ， 双 曲面 左边 部 分 的 象 惠 盖 了 圆 周 六 十 如 一 吧 的 
外 部 ， 与 通常 的 球面 时 不 同 , 伪 球 面 Si 在 其 球 极 射影 下 , 仅 罩 盖 
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着 平面 OZ 的 一 部 分 ,因为 回 周 所 十 只 = 对 不 属于 射影 的 象 ， 北 、 
极 (也 象 球 面 情形 那样 ) 变 为 平面 了 02Z 的 无 穷 远 点 .现在 设 虚 “ 
P 具 有 秆 卡 儿 坐 棕 (x,z) (这 里 *>>0), 并 设 (anz9) 是 点 JP) 在 
平面 ZOZ 上 的 笛 卡 儿 举 标 , 这 里 映射 了 是 球 极 射影 ， 我 们 来 计算 
出 这 些 坐标 之 癌 的 显 式 关系 式 . 

引 理 1 设 P=(x, 包 2), 了 (PP) = (wt, ,那么 
[lss, 20u! .2 
wll wld eli 


T= 
其 中 1? 二 (83 十 (wD 从 = Cal, az) ， 

证 明 由 图 28 可 得 
2 
因为 一 丰 二 一 癌 十 强 ;人 所 以 


一 0 二 一 2 (0 Ea; 


从 而 (因为 如 一 罗 >>0)1z 一 ea 他 二 是 *， 即 


EE 
‘gr 


T= 


引 理 得 证 ， 
引 理 2 坐标 (ao 如) (在 开 圆 共 (2 二 (2<o 内 变化 ) 给 出 
了 双 葛 面 右 边 部 分 上 的 正则 学 标 系 ， 即 球 极 射 影 给 出 了 坐标 的 正 
EF 
证 明 在 伪 款 面 襄 边 部 分 上 点 了 的 坐标 7X,y,z 之 间 具 有 关系 
一 丰 二 一 2 二 如 二 23， 所 以 点 的 位 置 当 仅 给 出 两 个 数 , 例 如 y,z 时 
就 可 唯一 地 确定 , 邹 由 点 已 在 平面 7YO2 上 的 乖 直 投影 的 坐标 所 唯 
一 名 定 ， 间 了 时 ,可 以 认为 伪 球 面 有 边 部 分 由 方程 了 =ME- 严 旭 
所 缠 缠 ， 因 而 球 极 射影 了 可 以 理解 为 坐标 释 换 Cj。 2 一 Cw!, 2D、 
«fr 


列 下 的 就 是 找 出 这 个 变换 的 Jacobi 奸 阵 , 并 验证 它 的 行列 式 不 为 
0。 直接 计算 ,得 到 


ay 2 + )?— (we)). a 人 
Su! Cl Bw 
B22 3 se ey ) 
Er EE EP (oi — [a 四 


J(f) =20. 4 人 一 2az>>0. 


于 是 变换 的 Jacobi 行列 式 在 圆 盘 严 二 z* <<a? 中 的 所 有 点 上 是 
正 的 . 引 理 得 证 . 

在 进行 下 类 以 前 , 先 加 到 球 画 S: 的 研究 上 来 ， 车 把 球面 上 通 
常 的 点 称 为 “点 ”而 妹 而 与 过 中 心口 的 平 而 交 线 ( 即 赤 道 ) 称 为 " 直 
线 ", 将 在 成 面 上 产生 怎样 的 几何 ?我 们 只 个 留 在 初 笃 的 水 平 上 , 并 
震 看 这 些 “ 点 "和 “直线 ”的 集合 适合 怎样 的 几何 公理 ， 很 明显 ， 经 
过 不 是 对 径 的 任何 两 “点 ", 有 .条 且 仅 有 一 条 “直线 "通过 ; 但 是 ， 
若 两 “点 ”是 对 径 的 ， 意 么 过 这 两 “点 ”有 无 穷 多 条 “直线 "通过 ,此 
外 ,对 “直线 "外 一 “点 ”没有 -条 通过 这 “点 ”而 与 原来 的 “直线 ?不 
相交 的 “直线 ,就 是 说 ,在 球面 上 的 这 样 的 几何 中 ,不 存在 “平行 的 
直线 (不 相交 直线 )”. 

假如 我 们 希望 这 个 几何 尽 最 大 可 能 楼 近 欧 氏 几 何 ， 那 么 可 对 
这 种 方法 作 一 些 改进 ， 例 如， 把 球面 5* 上 的 对 径 点 对 (P: 一 了 P) 称 
作 新 儿 何 的 “点 ”, 销 除了 面 出 现 的 第 一 个 “不 足 ”, 于 是 经 过 任何 
一 对 “点 " 仅 有 一 条 “直线 "通过 (假定 这 一 对 “点 "不 重合 }、 这 个 性 
质 已 经 类 似 于 欧 氏 几何 的 相应 的 性 质 ， 用 初等 方法 可 检验 ， 耕 我 
们 的 几何 中 , 除 所 谓 的 “第 五 公设 外 "所 有 吉 典 药 欧 氏 公 理 都 满 是 ， 
这 就 是 说 , 仍然 是 过 “直线 "外 一 “点 ”, 役 有 一 条 “直线 "平行 于 给 定 
的 “直线 ”, 即 任 何 两 条 “直线 "都 相交 (或 相交 于 一 点 "， 或 遇 条 喜 
线 重 合 }， 素 实 上 , 任何 两 个 赤道 (不 重合 的 ) 确 定 一 “点 " 且 仅 网 完 
， 他， 


一 " 虑 " (Pi 一 P). 这 表明 茂 们 均 得 的 几何 (有 时 称 为 狂 国 几何 ) 是 
其 内 容 不 亚 于 欧 氏 几何 的 几何 ， 但 我 们 所 熟悉 的 欧 氏 平面 的 很 
多 性 质 被 酉 圆 几 何 的 另外 的 性 质 所 代替 ， 这 些 性 质 从 科学 史上 ， 
在 关于 我 们 周围 世界 的 简单 的 物理 构 仿 的 基础 上 形成 的 古典 观点 
看 ,也 许 是 更 “奇异 * 的， 着 来 ,人 们 的 直接 经 验 更 倾向 于 “ 欧 氏 的 * 
概念 ， 

设 点 己 是 整个 球面 上 的 任意 点 ， 上 面 所 述 把 点 了 与 一 P 重合 
的 运算 ， 与 按照 关于 O 点 作对 称 陕 射 而 将 球面 分 为 等 价 类 的 运算 
是 等 价 的 ， 因 为 每 一 对 点 { 了 ， 一 忆 在 三 维 空间 (在 那里 款 准 地 内 
人 人 球面) 确定 一 条 且 仅 殉 定 一 条 直线 ,所 以 可 以 把 机 阁 几 何 的 每 一 
条 “直线 ”， 即 养 道 , 与 三 直 于 它 并 经 过 点 0 的 直线 相对 应 ， 于 昆 
椭圆 儿 何 的 模型 可 在 解析 几何 教程 中 周知 的 二 维 实 射影 空间 上 
实现 . 今后， 我们 还 将 再 三 地 返回 到 这 个 对 象 上 米 ， 上 面 叙 述 的 
“点 ”一 “直线 "相对 应 的 运算 变 成 射影 空间 的 对 惕 福 ， 它 能 由 每 
一 个 在 椭 辆 几何 中 作出 的 定理 自动 地 得 到 某 一 新 的 定理 ， 即 由 前 
面 的 定理 中 把 所 有 的 “直线 " 改 为 “点 "， 并 把 所 有 的 “点 ” 改 为 * 直 
线 ”, 形式 地 得 到 某 个 新 的 定理 ， 并且， 一 般 地 说 得 到 的 某 个 论断 
不 恒 等 于 原来 的 论断 . 

现在 我 们 回 妈 伪 欧 邢 何 及 其 在 点 半径 伤 球面 上 诸 导 出 的 儿 何 
上 来 ， 在 球 航 射影 产 +8i>{ 所 3] 2*:<q?} =D* 下 (这 据 用 十 81 表 
孙 双 曲面 的 右面 部 分 }， 双 曲面 的 点 变 为 半径 为 a 的 二 维 贺 提 DD? 
的 内 点 ， 在 双 曲 面 上 ,我 们 几何 中 的 "直线", 即 它 与 角 过 仿 球 面 中 
心 的 平面 的 交 线 〈 类 拟 于 球面 上 的 赤道 ) 在 阿 D* 上 谈 为 怎样 的 
曲线 ? 

引 理 3 十 51 与 形 如 qz 十 58 十 cz 二 0 的 平面 的 每 一 条 交 线 ， 
在 映射 下 变 为 与 贺 周 六 十 z* 二 a? 灾 于 直角 的 吏 弧 (图 29). 

证 明 提醒 一 下 ， 我 们 称 胡 交 的 光 清 曲线 在 交点 的 速度 向 量 
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沈 限 半 
径 的 图 


图 29 图 30 
之 闻 的 角 为 相交 曲线 之 间 的 角 ， 为 了 查 明 小 SY 上 的 “直线 " 变 为 
样 的 曲线 ,由 引 理 1， 在 平面 方程 sz 十 砂 十 22 一 0 中 代入 作 为 变 且 
w',2 的 攻 数 的 ,#3 的 显 式 表示 式 识 足够 了 ， 例 如 假设 a 天 0, 于 
是 方程 


al ta , 2baw 2am 0 
人 一 [二 一 
在 初等 代数 变换 后 , 化 为 形式 


(w+ He = to om) 
证 衣 ， 化 表 定 了 中 心 点 
区 一 各 一 到) 半 知 为 和 VF 二 W 一 Ho 的 加 ,此 加 与 网 六 二 二 民 
在 蜗 和 卫 实 大 直角 (图 20， 交角 等 于 下 的 事实 由 清 清楚 总 
的 美 系 或 a? 十 ?二 x 如 让 全 得 出 .我 们 指明 ， 二 3f 上 的 “直线 ”， 
在 网 岐 了 下 不 是 整个 四 周 (二 蚂 ) 十 (wr 二 各】 一 "7, 而 仅 是 其 
包含 在 圈 六 +<e? 内 的 一 部 分 ， 
于 是 , RI 中 在 正音 径 荔 球 押 上 诱导 的 几何 与 发 生存 忆 氏 平面 


及 :上 半径 为 a 的 阅 内 的 儿 何 (在 适当 的 坐标 变换 以 后 ) 相符 合 ,车 
“16 


取 这 个 图 内 (不 包括 边界 点 ) 通 常 的 点 作为 这 个 几何 的 “成 ”"， 而 取 
!j 边 界 贺 交 成 直角 的 加 弧 作 为 这 个 几何 的 “直线 "(特别 他, 图 的 所 
有 直径 都 是 “直线 "因为 它 可 以 看 你 为 半径 为 无 穷 大 共事 烦 ). 这 种 
几何 称 为 106aweBcnwii 几 何 ， 而 它 在 欧 氏 平面 上 半径 为 «的 加 内 
的 入 型 称 为 JIo6arepcgn 几何 的 Poincaré 模型 ， JoGaqescKH 
本 人 完全 是 几 曙 外 方法 得 到 自己 的 几何 ， 即 没有 利用 伪 欧 空间 而 
是 直接 将 “第 五 公设 ?设想 为 有 无 穷 多 条 直线 平行 于 给 定 直线 而 得 
到 的 ， 

在 Poincare 模型 上 ,容易 哈 
证 除 第 五 公 谈 外 的 所 有 的 欧 儿 里 
得 公理 (公设 )， 并 确信 它们 的 正 % 
确 性 ， 在 图 31 中 直观 地 表明 ,过 NN 4 
“直线 "外 的 任意 点 ， 可 以 引 无 穷 
多 条 “直线 "平行 ( 即 不 相交 ) 于 给 图 31 
定 “ 直 线 *， 从 "平行 公理 "的 观点 来 看，JTo6asescgH 吉 几何 与 椭圆 
儿 何 是 相 巴 盾 的 ， 我 们 也 同 笠 发 现 , 芳 参 数 % 趋 于 无 穷 时 ,那么 在 
Poincare 横 型 上 ，JIo6aueacgaE 几何 对 任何 有 限 区 域 来 讲 将 “ 趋 
于 " 欧 民 开 何 , 因为 圆 骂 开始 张 直 并 变 为 浴 氏 直线 .Patncaxe 模 型 
的 边界 一 -圆周 六 十 z!: 一 &! 称 为 绝对 形 ， 在 绝对 形 上 配置 的 是 
To6aqepcxn 平面 的 无 穷 远 点 ， 有 时 ,为 简 童 起见, 在册 究 Jo6a- 
deBcgH 攻 平面 时 ,假设 一 1 

注 “也 能 考察 发 生 在 县! 中 的 实 半 答 伪 球面 上 ( 即 在 音 时 双 曲 
站 上 ) 的 几何 ， 问题: 证明 这 种 几何 与 .To6aseBcxH 才 几何 完全 
一 样 . 

加 在 我 们 转 到 由 外 赎 的 不 定 度 吓 在 虚 吾 径 擅 球面 小 诱导 的 黎 
曼 麻 量 的 计算 问题 上 来 ， 做 沼 类 似 于 正常 承 面 , 在 空间 及 {中 引进 
类 彼 的 球面 侯 标 ， 借 助 于 此 航标 写 出 对 我 们 来 讲 是 合适 名 入 球面 
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的 方程 形式 ， 在 平 国 了 02 中 引进 极 约 标 Cr, g), 这 里 9 是 与 # 转 
的 夹 角 、 此 外 再 引进 参数 ?7 一 - 闫 似 于 通常 球 耐 坐 你 中 相应 
数 ， 现 在 作 变 换 : ¥ 一 sh cosg;z 二 ash8'sing;x= 二 gech8"， 存 这 个 
* 伪 球面 " 些 标 系 中 , 仿 球 面前 方 各 号 为 ; =const， 这 可 由 虚 半 从 
伪 球 面 的 方程 直接 得 出 
我 们 在 Poincass 使 型 上 的 誉 标 如 ,成 下 ， 计 算 伪 球 面 上 的 柳 
曼 度量 形式 。 利 用 球 楼 射影 的 公式 并 代 人 到 RE 中 弧 长 微分 的 平 
. 方 天 东 式 中 ,得 到 (验算 1) 
— (dz(0, 0))+ Cay (ul, oe)) ?4 (le Cu, 0)): 
| 
Lo — Ta 
因而 , Poineari 模型 上 ， 在 极 坐 标 下 (假设 <= 1 这 个 度量 写 
为 由 * 49 和 于. 从 这 个 天 示 法 可 看 到 ， 所 得 到 的 净 量 是 共 形 
的 ， 就 是 说 , 它 比 欧 氏 度 全 多 一 个 可 变 的 因子 4(7) =4(1 一 ?7) 
现在 在 伪 球 而 坐标 下 ， 重 新 写 出 这 个 度量 ， 为 此 ， 按 照 公式 7 二 
cth 才 ,gp 一 9 作 变 换 ,把 (7,9) 变 为 新 的 参数 (X, 的 ， 直 接 计算 


得 到 (验算 1); se? 二 4X? 十 sh*Jp*， 这 个 度 最 形式 完全 类 彼 干 球 
辕 在 虚 标 C9, w) 下 的 表示 法 ， 而 仅仅 吓 通 常 的 三 角 隙 数 在 这 里 换 
成 为 双 曲 函数 . 

我 们 来 找 出 参数 多 的 儿 何 意义 ， 例 如, 考 冉 平面 XOZ， 在 此 
平 商 上 产生 诱导 的 杨 欧 度 一 一 且 : 十 网 25， 伪 球 面 与 此 平面 灾 
于 双 曲 线 , 此 参数 式 在 伪 奈 面 戏 标 下 为 (&=1):X 二 eh， 2 二 sh 
(图 32)， 取 角 POS 的 欧 氏 全 作为 参数 0 于 龙 很 明显 ,tg8 -由 0 
我 们 来 求 在 化 欧 宕 量 中 双 帆 线 从 0 到 折线 段 的 长， 得 到 

本 nD eh da0=0, 


» 48 « 


图 32 图 33 


于 是 如 与 伤 球面 上 队 南 航 态 到 变 点 “经 线 " 长 相同 , 就 是 说 ,这 
个 参数 完全 类 似 于 球面 上 的 通常 的 参数 4 ,其 中 可 以 注 党 的 是 ,我 
们 已 使 伪 欧 球 而 任 款 的 儿 何 意义 明 妆 化 了 (参看 图 33)。 很 明显 ， 
伪 球 面 沁 标 完 全 类 似 于 球面 坐标 ， 若 天 1 则 “经 线 "长 等 于 cg . 

现在 我 们 考察 球 极 射影 (为 禾 音 起见, 仍然 仪 考察 平面 X02， 
因为 在 平面 六 02 线 OX 轨 旋 转 时 ， 我 们 的 所 有 的 计算 都 保持 不 


2 2 
变 )， 国 为 2 一 训 扣 二 部 么 得 到 2 一 了 7 (四 为 在 平面 X02 上 ， 


Dt 因为 zshgsing=shb'( 因 9 = 等) 那么 2 hg， 


1 
由 此 "一 cth( 生 因此 就 汪 明 了 =0'， 于 是 我 们 得 到 Poincaré 


2 2 2 
模型 上 的 黎 沉 度 是 220 二- 


我 们 指出 ,即使 外 转 的 底 量 是 仿 欧 的 ,因而 是 不 定 的 ,而 这 个 诬 

全 却 丰 正定 的 . 于 是 , 某 个 曲面 (例如 厂 半 径 的 伪 球 面 ) 它 本 身 可 以 
带 有 下定 的 度量 , 六 且 同 时 谋 人 在 具有 不 定 度量 的 空间 中 . 在 伪 球 
面 上 诱 晤 出 下 定 府 蝴 的 悄 闹 好 可 以 由 直观 的 玫 何 设想 中 看 出 。 为 
简 意 起 见 , 我们 券 虞 平面 X02 对 伪 球 二 的 稚 线 , 并 设 是 冯 曲线 
在 点 到 的 速度 向 量 ， 我 们 希望 证 实 共 伪 欧 长 是 实 的 ， 这 可 出 图 34 
“1, 


图 34 
惟 禄 ,在 图 中 清 极 地 看 出 , 向 其 纪 于 光 铁 (顶点 在 已 点 ) 的 外 面 ,所 
以 是 类 空间 量 . 

上 面 我 们 所 得 到 的 黎 曼 度量 称 为 了 Io6anesckuB 度量 (在 
Poincaré 模型 上 的 表示 法 )， 这 个 度量 可 以 解释 为 在 引入 通常 极 
坐标 的 欧 氏 平面 的 贺 上 给 定 的 茶 个 新 的 变量 ， 前 面 我 们 已 经 知道 
了 给 定 在 单位 而 上 的 黎 曼 谋 胰 的 两 个 其 他 的 例子 (为 简单 起 见 ,， 认 
为 娘 的 半径 为 1 ): 这 就 是 欧 湛 庶 量 和 球面 庶 量 ， 已 证 明了 这 些 谋 
基 是 不 等 价 的 , 现在 我 们 证 明 JIoGaeecgH 站 度 虹 也 不 等 价 于 前 面 
丙 个 度量 中 的 任何 一 个 、 为 些 ， 我 们 使 用 上 曾 用 过 的 方法 : 求 出 
JIogaaeBckHE 平面 上 贺 周 的 长 并 且 将 它 天 示 为 半径 的 应 数 (在 
JIoGauesckn8 诬 量 中 计算 }， 为 简单 想见 ， 我 们 认为 菊 周 有 自 己 
的 中 心 0, 并 且 它 的 欧 氏 半径 等 于 m 我 们 在 AIodageackn 度量 中 


求 它 的 长 ， 按 则 线 长 的 定义 ,得 到 =2| 519 即 a= 


ol—r” 1 


x 2 a 4 
也 条 .加 周 长 1=2]“ 了 7 一 站 各 一 2rshx. 阁 x 完 分 小 ,那么 


可 近似 地 认为 I~2xX, 即 得 到 在 欧 氏 度量 下 国 周 长 的 公式 因为 也 
象 二 维 球 而 一 样 ,我们 用 (关于 变换 ) 不 变量 的 术语 , 即 同样 用 
JIo6adeBCKI 训 度量 下 计算 的 学 径 大 小 表示 国 周 长 ， 那 么 上 面 所 导 
出 的 加 局 长 的 公式 关于 坐标 变换 是 不 变 的 , 因此 见 o5asescrIt 直 度 
* S50 


车 与 前 面 两 个 度量 中 任何 一 个 都 不 等 价 ， 在 图 35 中 ,导出 了 球面 
上 诬 量 和 伪 球 面 度量 的 对 照 起 , 


3 =d02--sin20d op 
mp COI 
0O<p<2z 


丈 面 必 开 
SINS 


drstrid pe 
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gccrcl 
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图 55 
我 们 述 要 指出 上 面 列举 的 度量 的 两 个 有 月 用 的 表示 形式 一 一 所 
少 * 复 数 形式 表示 法 ”， 为 此 , 考察 欧 氏 平面 并 在 其 上 相 进 “复数 从 
2， 取 盖 刘 作 为 有 这 由 我 们 将 不 涉及 新 "坐标 "的 
几何 意义 ， 而 将 把 te, 妨 一 (2 下) 看 作为 基 种 形式 的 变换 、 这 个 变 


织 的 acobi 引 了 t 为 (1 让 Jacobi 行列 式 9= 一 2i 寺 0, 因此 变 
5 一 了 


换 可 以 认为 是 于 则 前 ， 因 为 必 一 细 十 看， 到 二 dx 一 i 路 ， 所 以 在 
这 新 的 你 标 下 欧 氏 度量 具有 形式 ; ds*=d4? 十 开 * 二 (dz i 季 )， 
(dz 一 idy) 一 本 435， 于 是 球面 度量 具有 形式 : 
dsr=_ de to ods 
(+ CH al 
其 中 |zj|3 一 5 一 媒 十 护 一 ?2， 完 全 类 似 地 得 到 06ayesck 形 座 量 
。51 。 


条 复数 形 志 ,go ed 
的 复数 形式 : ds 下 


对 于 JIogaveBcKHii 庆 是 还 存在 一 个 在 上 半 平 而 有 效 的 表示 
形式 .我 们 再 考察 一 个 欧 氏 平 面 ， 并 在 这 个 平面 上 引进 新 的 复数 
坐标 妈 , 并 在 这 个 平面 上 分 划 出 上 半 平 面 ( 即 im (w) >0 的 所 有 点 


的 集合 ,这 里 4 二 zz 一 Im (w))， 兆 妾 册 公式 # 一 2 息 (a 


3, 0,8 是 复数 , 且 满 足 ad 一 60 汪 0) 给 出 的 映射 有 E(w) 下 RR (z) .这 
样 的 映射 称 为 线性 分 式 上 陕 射 。 注意 , 若 ad 一 bc= 0, 则 这 个 映 揣 把 
整个 平面 疏 ( 几 变 为 一 点 , 因此 我 们 除去 这 全 平凡 的 情 灌 ， 

我 们 的 县 的 是 技 这样 的 映射 2 全 二 加 ， 它 把 整个 的 上 半 平 


2 十 更 
畜 变 到 平 耐 * 上 单位 四 1*| <1 的 内 部 同时 ， 实 直线 Im (w) =0 
应 当 变 为 边界 闻 周 | z1 -1， 已 知 非 退 化 的 线性 分 式 映 射 ( 即 44 一 
因 0) 由 平面 加 上 上 不 共 线 的 任何 三 点 丙 ， 全 全 ;的 象 唯一 地 确 
定 ， 这 里 我 们 不 证 明 这 个 一 般 的 结论 ， 因 为 我 们 并 不 需要 这 样 一 
般 的 形式 。 而 用 一 个 具体 的 亿 子 表明 线性 分 式 映射 的 这 个 性 质 ， 
这 个 例子 也 正 是 我 们 要 寻求 的 半 平 面 到 单位 加 上 的 有 映射， 我们 找 


出 这 样 的 且 射 = 一 az 士 和， 使 0_>1i->0,1->i (循环 置换 ) (参看 


Ca 十 到 ” 


四 3 的 ， 得 到 下 而 基于 o pe, 的 方 各 组 ; 


a 52 。 


解 这 个 力 程 织 ( 验 算得 到 4 一 } 二 池 .， 王 是 得 到 一 个 把 + 半 平 W 
变 到 单位 贺 内 的 线性 分 式 变换 (这 样 的 变换 有 许多 !)， 我 们 证 胃 
变换 z= 2 确定 一 个 正则 学 标 变 换 . 事实 上 , 首先 把 变换 zs 一 


入 下 下 示 为 -1 一 击 和 (~ 坟 私交 们 得 到 ， 为 了 证 大 正则 


变换 具 疾 证 明 变 换 == 二 是正 则 变换 时 就 许 了 (因为 所 求 的 变 


泡 是 z= 1, 平移 一 个 常 矢量 ， 施 转 和 促 儿 的 复合 变换 )， 把 映射 


4 一 二 于 示 为 实 部 和 有 部 ,得 到 :4 一 rw9 5 记 s，Jacobi 算 
us 2uv \ 
阵 为 (在 帆 基 正 因子 的 精度 内 ); :人 出 此 7 一人 地 
up bo 


?9 结论 已 证 得 . 


我 们 求 得 本 二 刘 @ 人 一 im) 上 ia 人 1 二 aa) 2idw 


人 iv 


由 此 


dd dD 在 末 示 式 ds! 一 -等 终 sy 中 进行 相应 的 变换 ， 
[iw] 1z)°) 
得 到 1 一 让 2 一 于 全- 二 4， 用 此 等 一次 看 出 ， 实 辆 多 


点 (Poinca 了 绝对 撒 四 的 象 ) 是 员 o6adescKHd 站 平 面 上 的 无 穷 远 


多 指 Poincar 模型 的 单位 图 周一 一 详 注 
3 


点 (这 次 在 上 灶 平 画 上 制作 模型 )， 事 实 上 ,车 我 们 想 计算 轴 Co 上 
从 点 了 到 点 O{ 已 不 属于 ,To5aqeBcRHE 平面} 线段 的 长 ,那么 得 到 
I= 计谋 = 二 中 一 一 二 (0)->eo。 
JIoGaucBcxxie 直 线 "( 在 Poincarg 模 噶 中 )， 在 到 于 下 平 而 的 
肌 射 下 变 为 怎样 的 曲线 ?首先 解答 美 于 攻 圆 几何 的 类 伐 的 问题 提 
本 我 们 把 球面 5* 上 所 有 可 能 的 天 加 看 作为 这 个 儿 何 的 “ 直 
.考察 型 到 平 BBR? 的 球 极 身影 ， 大 图 变 为 怎样 的 曲线 ? 
引 理 4 人 图 在 球 裤 射影 下 或 者 变 为 平面 Ri 上 的 因 册 ,成 者 
变 为 直线 , 而 且 当 且 仅 当 大 圆 经 过 球面 的 北极 时 才 变 为 直线 . 
证 明 首先， 我 们 在 第 卡 九 
举 标 下 家 示 出 球 极 射影 、 设 z, 
z 是 球 画 上 点 的 从 村 ,而 ,六 
是 它 在 平面 上 的 象 的 誉 标 在 域 
极 射 影 以 后 }， 于 是 由 图 37 得 到 


站 全 为 1 的 于 而 上风 同 的 志和 表 
示 为 : {qx -| By 上 ez 一 帮 刀 | 拓 二 


?= 有 图 37 
i de 
2 oar by? 
1 一 人 一 由 


"ar 
(et 1 
铀 为 1 一 #>0， 所 氛 


2) 2 12 全 一 一 到 
(rz) 4 一 1 一 1 c ， 


即 (1 一 (9 二 二 2 一 1+ 由 解析 儿 何 知道 ， 


二 人 一 队 让 平 轴 上 所 二 二 的 起 实则 周涛 
5,c,4 之 间 的 关系 所 决定 . 引 理 证 毕 . 

对 io6aseBcHI 二 平面 也 常 有 类 俱 的 结论 

引 昌 5 非 过 化 的 二 维 平面 到 让 过 的 线性 分 式 变换 = 一 


( 即 满足 ad 一 be 才 0, a,5,0,8 是 复数 )， 持 直 统 和 国 周 仍 安 为 直线 
和 国 周 , 而 且 直 线 可 能 变 为 圆周 , 柄 周 也 可 能 灾 为 直线 . 


证 明 老 "=0 那 么 结论 是 明显 的 ;因为 变换 = 一 邯 四 十 章 乃 


是 乘 以 一 个 复数 (旋转 并 伸 长 )》 向 向 量 B14 的 平移 ， 设 c 关 0, 于 


如 at—be 寻 线 考分 式 全 其 3 一 工 | 
是 #4 一 忆 一 gow 二 0， 即 只 要 对 线性 分 式 沁 的 4 一 高 证 明 引 理 的 


结论 即 可 ， 我 们 考察 平面 * 上 任意 的 圆 现 ， 并 写 澡 它 的 方程 为 : 
jz 一 二 3, 即 (2 一 20) (2 一 2 一 起 ， 作 变种 ?一 二 ,得 到 ( 仍 将 刀 


写成 z 一 一 译注 ) (1 一 z47) (1 一 = etzz, EB 23(e: -C050) -20Z 
十 go3 一 1 一 0， 很 明显 ， 这 方程 (依赖 于 参数 * zo 的 选取 ) 确定 的 
或 是 圆周 ,或 是 直线 ， 引 埋 得 证 . 


推论 1 ”考察 招 上 半 平面 变 为 单位 加 的 陕 财 + 一 | 区， 罕 


tw 
此 坐标 变换 下 ，Poincare 模 民 的 直线 ， 即 垂直 于 绝对 形 的 圆 弧 ， 
或 变 为 ww 平 面 上 建 真 于 实 轴 % 的 直线 (w=w :io)， 或 变 为 垂直 下 
实 轴 的 半圆 周 (参看 赂 38). 
证 明 ”我 们 和 将 认为 单位 珊 嵌 人 在 复 变数 > 平 而 中 ， 和 而 上 半 平 


而 是 柑 入 在 复 变 数 风 平面 上 ， 于 是 可 以 认为 映射 = 了 十 澡 - 在 加 


一 
下 面 上 处 处 有 定义 ， 由 引 理 5 ,这 个 映 射 把 直线 或 变 为 直线 ,或 变 
9 95 


30 


图 38 
为 圆周 (类 似 地 ， 全 放下 入 或 变 为 圆周 )， 因 为 变换 


5 一 + 二 有 逆 变 换 : w= (提醒 一 下 , 这 里 ad 一 zc 尖 的 , 屠 


ea 


么 ,同样 的 结论 对 道 映 射 加 = 卫生 也 是 再 确 的 .于 是 , Poincars 


模型 的 “直线 ”( 若 把 它们 增补 为 平面 z 上 的 直线 , 和 增补 为 平面 2 
上 的 赔 周 ) 或 变 为 ww 平面 上 的 直线 ,或 变 为 如 平面 上 的 回 周 ， 剩 下 
的 就 是 要 证 明 它们 应 当 屡 直 于 实 轴 (在 与 实 轴 相交 的 点 上 ). 这 将 

. 租 下面 的 引 理 6 得到. 
引 理 6 任何 映射 ww 平面 到 z 平面 的 韭 退 化 的 线性 分 式 变 换 


ow rb 


z=-Td'， 使 相交 的 光滑 册 线 问 的 角 保 竺 不 变 . 


cwt 
证 明 在 牧 坐 标 =4 一 记 下 ,以 显 式 计算 出 欧 民 度量 zaz 
就 是 以 证 明 ， 鼎 出 < 一 旦 -7 ,其 中 oz 一 be 天 0 定义 了 正则 沦 标 


系 ,这 个 着 实 的 验 迹 , 可 与 于 面 沦 证 变换 4 
进行 ， 扣 接 计 算 指 出 


2 ) (0) (GW ed) ew th) _ ad--be 
(te) [ei Tw Ta 


1+ iw 的 严 则 性 同 料 


们 ”起 中 加 揪 号 的 "(zo) "表示 窜 分 一 谋 泪 ， 
+ G+ 


-一 2 和 
本 (dz) (dz) = 《( 友 站 用 实 坐标 (zz 殷 和 (bn 号 来 玫 


示 , 我 们 有 (dz)2 七 (四 )2 一 名 ll Cdn)*+ (dv) 小 ， 于 是 我 们 
的 喘 射 是 此 形 的 ， 即 " 民生 个 下 的 ( 量 抽 ) 国 了 并 
且 如 和 葡 面 熙 证 明 的 , 它 保持 光 清 曲线 邮 的 交角 。， 引 理 证 毕 . 

这 翌 也 就 完全 还 明了 推论 1 ， 下 面 我 们 详细 地 来 研究 映射 
四 的 性 质点 -1 变 为 光 穷 ,于 是 Poincari 模型 上 过 1 


和 一 1 的 直 纵 蛮 为 在 口 点 释 定 于 轴 的 直线 (参看 图 39)， 


在 映射 w= 也 二 请 下， 加 周 | 一 1 变 为 实 轴 如 实际 上 ， 者 4 
FE 二 站 那么 4 一 所 一 入 那 4 是 实数 . 
我 们 研究 在 上 于 平 面 上 实现 的 JIo6adeaekaa 平 耐 ， 设 已 和 P 
是 上 于 平面 土 的 两 个 生意 点 , 那么 在 Kogayescmmif 平面 中 它们 总 
可 以 用 叭 ~- 的“ 直线" 连接, 在 图 4 中 表明 了 这 条 * 直 线 "的 作法 , 当 
再 点 所 在 的 直线 恒 各 十 实 轴 村, 人 06a qescxnis 平面 的 “直线 ”与 这 
条 直线 重合 ， 我 们 求 出 从 点 Pi 到 PP 的 “直线 " 自 长 的 显 式 公式 (在 
76aresckw 生 度 电 下 )， 普 先 作 简 单 的 不 履 变 具 绝 长 的 “直线” 变 
入 一 一 省 着 饥 # 作 中 行 称 动 ， 因 为 "JIogadezcKH 下 度量 具有 形式 
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上 
1 一旦 -二 -所 以 放 关 于 这 些 


平行 移动 是 保持 不 变 的 (或 ,有 时 
说 关于 实 位 移 ， 即 消 着 = 轴 位 移 
是 "平谷 不 变 的 "), 车 P| P; 不 
在 垂 真 于 实 轴 的 直线 上 ， 特 草 ， 
可 以 认为 表示 过 两 点 P 和 Pu" 下 图 如 

线 " 的 贺 的 看 心 在 点 9O， 这 “直线 "的 参数 方 各 为 ?二 ro 这 里 (7 只 
是 极 坐标 ， 设 点 Pi 和 Pi 相应 地 由 坐标 (zoy p)》 和 (7o ze) 给 出 , 那 
么 从 点 Pi 到 P; 的 弧 长 为 : 


"2 rod i a 1 1+¢ 
PyP)=| 20 一 | -2 一 一 了 1 
(Pu Py | rosinp 上 Sin 和 2 "I? 


comps 


omy 


本 
一 _ lintosgp) tl—eosp) In 2 
2 (1—eosm) (1 cosg)) tg “ 


。 完 在 假设 和 忆 在 昼 吉 于 实 轴 的 可 线 上 . 于 是 显然 有 HP 
一 本 到) 其 中 Cs 和 (本 分 别 为 点 玉 和 瑟 前 开标. 在 点 


了 和 PP 位 于 吏 周 上 (中 心 在 实 轴 上 》 的 场合 应 该 提出 一 种 有 用 的 
情况 ;点 P 和 P: 筒 的 距 永 在 以 口 为 中 心 的 相似 变换 下 是 不 改变 
的 ， 我们 把 贺 周 的 中 心 与 坐标 原点 看 作 是 一 致 的 . 

根据 所 得 到 的 绝 长 公式 ， 可 以 让 明 杰 Jo6aqeBceai 平面 上 ， 
对 和 任何 由 “直线 * 段 组 成 的 三 角形 满足 三 角形 不 等 式 ,也 就 是 说 , 者 
Pi Ps 和 Ps 是 三 角形 的 顶点 ， 邦 么 LP, Ps) 十 FLCPa Pa) PP 
Pn). 

”我们 来 证 明 关 于 JToGanescruh 平面 上 “直线 ”的 三 角形 不 等 
式 , 为 此 , 仍 回 到 把 JIo6auegcra& 及 而 表示 为 双 叶 双 曲 而 十 8 (由 
方程 一作 本 十 他 0 (0 = 一 给 山 ) 的 形式 是 较 方 便 的 ， 挫 本 
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一 下 ，jiogaweBcxaji 平面 上 的 “直线 ?是 过 坐标 原点 的 平面 与 双 叶 
双 曲 面 的 交 线 ， 设 aaiE 十 SF 是 JIo6adeBct 攻 平面 上 的 两 个 向 
最 , 己 是 由 向 量 十，B 产 侍 的 平面 ， 此 时 ，R} 的 数量 积 诱导 出 平 
面 P 上 的 不 定数 量 积 , 因为 (如 ,#1) = 一 1 所 以 平面 P 同 构 寺 再? 
内 此 在 平面 P 上 也 可 以 引进 线性 沧 标 (2, 妨 ,使 度 昌 具有 形式 一 2 
2 护 , 而 “直线 " 栈 的 方程 为 一 #2 十 扩 = 一 J， 因 此 ,在 点 #1 = (x1 8 
和 可 一 (wz， 织 ) 之 间 的 曲线 段 厂 的 长 可 按 芷 面 已 经 引进 的 公式 计 
算 ， 为 三 ,我 们 侵 设 :z 一 chx,y 一 shY， 这 时 ,4 一 chXb 久 一 shXn 
2 一 chXay 及 一 shxz 而 曲线 段 的 长 等 说 


zi 一 [Xi 一 Yai 一 [arcchzs--arcehzll 


一 |arcch (vx —# yo) | 一 arechf 一 (可 ，8ay)。 

壤 纵 出 三 个 向 量 吉 ,Es BoE 二 1?， 那 么 三 角 不 等 式 共有 形式 
fastia+ zz， 在 此 不 等 式 中 , 用 向 量 避 ， 丝 ,B84 的 数量 积 的 表示 
来 代 换 : arcsch( 一 C81,62))Sarech(—《Be, >)) Tarcch(— CE 
2 六、 注意 ,在 十 Si 上 三 个 数量 积 人 ab B82), 《B84 下》，《81,B) 都 是 
负 的 ， 在 不 等 式 的 左边 和 有 边 取 函 数 ch, 得 到 

一 《可 dB B981 8s) +r/ LB, BI CB Bs) ls 


一 下， 本》 一 《Bo eCB1, Bo) EN LB Ea VB Bl1, 


为 证 此 木 等 式 , 只 项 证 明 下 面 的 关系 式 ， 
{1s 二 人 7 十 《可 sy Ea) Bs, Ba)* + 2CE1 E22 可 全) 
SE BB da) +t1— CB, ds) — Bs Bp 


或 
一 1 十 2KBb 62 02 0)CB1s Be) + C81 22> 
十 《Bi a) + (6s, 的 22<0， 
因为 《By 村》 一 《Ba 如》 = 《go 夯 ?一 一 1， 所 以 所 求 不 等 式 的 左边 部 
分 构成 了 由 向 量 志 ,Ba, 5s 的 数量 积 组 成 的 Gram 行列 式 : 
w S59 


BE CB Ee? (EBs> 
det{ Cs, 81> 《ay i 
CBar E> Baa Cr, Ey 
Gram 行列 式 的 符号 在 菇 灾 染 下 总 不 变 的 ， 而 在 标准 基 下 它 具 有 


形式 : 
—1 0 0 
“| DO 了 小 一 1<0， 
0 0 1 


三 角形 不 等 式 查证 ， 

和 球面 相 类 似 地 进行 ,由 此 得 出 下 面 绪论 ， 

引 理 ? 对 任 两 点 P, 8， 连接 这 两 点 的 "直线" 段 实现 了 该 丙 
点 间 的 基 短 距离 , 

事实 上 , 我 们 考察 JIo6asepcxu# 平面 和 它 在 双 叶 双 昌 而 的 布 
边 部 分 十 好 上 上 的 实现 ， 此 时 , 连 楼 点 P,8 的 "直线 "是 作为 双 划 而 
十 异 与 过 原点 0O{ 擅 球面 的 中 心 ) 的 平面 的 堆 甩 而 出 现 的 .我 们 考 
察 双 曲面 上 过 接 两 点 P,Q 的 任何 光滑 曲线 > 州 * 直 线 " 段 组 成 的 
折线 来 误 近 曲线 .证明 任何 这 样 的 折线 的 长 不 小 于 连接 P, 8 的 
“直线 "的 长 就 可 以 了 。 我 们 指出 ,66aveseruii 诺 面 上 任何 一 对 
点 可 以 用 “直线 " 段 迷 接 ， 前 面 ， 当 对 上 半 平 面 上 任意 的 -对 点 可 
作出 过 它们 的 圆 网 。 并 且 使 此 贺 周 { 在 与 实 轴 的 交点 上 ) 重 直下 实 
轴 时 ,我 们 在 上 半 平 面 的 宰 型 中 已 证 明了 它 , 现 在， 用 新 的 折线 来 
代 圭 我 们 的 折线 , 而 新 的 折线 的 长 不 超过 原 米 折线 的 长 。 为 此 , 郑 
虚 原 米 折 线 的 两 段 相 邻 的 折线 ( 当 这些 线 段 不 属于 一 条 “直线 "的 
情况 下 ), 并 且 过 接 第 一 折线 段 的 始点 和 第 二 折线 段 的 终点 作出 新 
的 线 族 (参看 图 41)， 国 为 三 角形 450 由 三 条 “直线 " 段 组 成 ， 所 
以 如 上 面 已 证 明 的 , 满足 三 角形 不 等 式 , 由 此 新 的 折线 长 不 越过 原 
来 析 线 长 ， 继 续 这 个 过 程 ， 并 利用 原来 的 折线 的 段 数 是 有 限 的 事 
60° 


实 ， 经 过 有 限 次 后 ， 得 到 仪 用 一 
段 组 成 的 折线 ， 岂 连接 P,Q 的 某 
条 “直线 " 段 . 但 是 由 上 面 的 推 应 ， 
证 实 连 接任 何 - -对 
存在 ， 并 得 到 这 样 ? 
一 的 ， 王 是 ， 我 们 简化 折线 的 过 图 41 

程 在 折线 与 连接 P,8 的 “直线 " 段 一 致 周 党 收 ， 引 理 得 证 . 

这 样 ， 我 们 得 到 了 为 什么 双 曲 面 的 平面 礁 H1 在 JloGaueackni 
几何 中 起 着 直线 作用 的 某 个 依据 ， 证 明了 它们 恰好 也 实现 了 
J1odaneBcxt 昱 平面 上 两 点 之 闻 的 最 短 距 离 。 我 们 习惯 在 欧 氏 平 白 
上 按 直 线 运 动 恰好 也 就 是 按照 实现 了 两 点 最 短 距 离 的 轨 线 运动 . 
因为 在 Jio6asescKt 直 几何 中 (也 象 妹 面 斤 什 一 样 )，“ 直 线 运动 ?的 
概念 不 是 自然 地 和 简单 地 用 常数 分 基 的 向 量 (指出 唯一 的 运动 方 
向 ) 的 语言 叙述 的 ,所 以 很 自然 地 把 按 始 点 到 终 瞄 之 间 的 最 短工 亢 
得 以 实现 的 某 条 光 请 曲线 进行 的 运动 称 为 “家 线 运动 ?>， 无 论 在 球 
面 上 ,还 是 在 JIogaseBcgr 直 平面 上 ,我 们 都 发 现 了 这 样 的 曲线 类 。 
在 英 种 情况 下 , 这 类 曲线 都 由 作为 相应 的 几何 模型 的 二 维 曲面 ( 款 
面 和 物 球 面 ) 的 平面 截 口 组 成 今后 , 当 我 们 熟识 了 最 简单 的 变 分 
学 基础 时 ， 我 们 将 证 明 这 类 明 线 也 可 以 用 同样 的 性质 从 所 有 光滑 
再 线 集 合 中 分 出 来 ， 沿 这 些 “ 直 线 " 很 直 然 地 可 定义 平行 移动 的 
概念 , 这 是 欧 氏 空间 中 通常 的 平行 移动 的 推广 (这 样 的 曲线 称 为 油 
地 线 )， 


84 习 题 


1 证明 妫 球面 上 的 三 角形 (让 * 直 披 " 段 组 成 ?的 内 角 和 小 于 2r。 
2， 用 仿 感 面 上 三 角 嵌 (由 "直线 " 段 组 成 ) 的 面积 表示 其 内 角 和 。 


看 


第 二 章 一 般 拓 扑 


拓扑 学 是 数学 的 一 个 分 支 ， 它 研究 几何 对 象 在 “形变 "或 类 似 
于 形变 的 变换 下 不 变 的 性 质 ， 在 数学 分 析 中 ， 遇 到 按 其 性 质 和 研 
究 方 法 来 说 是 相同 的 许多 概念 ， 例 如 ， 收 伊 和 极限 的 概念 在 数学 
分 析 中 常 以 下 列 形式 出 现 ;(1) 序 列 的 极限 ,C2) 一 元 函数 的 各 种 类 
型 的 极限 , C3) 多 元 尔 数 的 极限 ,(4) 向 量 值 尔 数 的 极限 ,《5) 积 分 和 
的 收 敏 性 ， 所 有 这 些 极限 和 收敛 的 概念 ， 是 以 共同 的 研究 手段 为 
基础 的 ， 直 观 上 我 们 把 这 些 方法 理 表 为 某 个 集合 中 的 点 的 相互 接 
近 性 ， 不 同类 型 的 连续 性 凡 念 是 把 收敛 人 性 概念 与 它们 紧密 地 联系 
超 来 的 ， 另 一 个 极 重 要 的 例子 。 一 般 拓 扑 恰恰 是 研究 几何 的 空间 
和 它们 的 变 搞 的 最 一 般 的 性 质 的 ， 在 这 里 的 变换 正 是 与 收效 性 和 
连续 性 相 联系 的 ， 


81 度量 空间 和 拓扑 空间 的 定义 及 最 简单 性 质 
1， 度 量 空间 


作为 拓 掉 学 的 基础 的 撤 念 是 任意 集合 中 元 素 的 “邻近 ” 报 念 . 
相 元 素 间 距离 的 数值 来 衡量 绅 近 的 程度 是 最 方便 的 。 

我 们 考察 由 具 任 意 性 质 元 素 组 成 的 任 们 集合 XY， 一 对 元 素 z， 
给 下 的 非 负 数值 削 数 p(x, 殷 ， 满 足下 列 条 件 时 就 称 为 集合 习 的 
度量 : 

4” 当 且 仅 当 z=y 时 ,Pp (2, 扩 二 3 

2° pr 9) = p(y, 7)s 

3” 对 任何 三 个 元 来 z, 9,zE 入 ,总 成 立 
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Pl PEP H+ p(s 的， 
性 质 1°,2°,3° 分 别称 为 鲁 等 公理 , 对称 公 理 和 三 角形 公理 . 

集合 与 定义 在 三 上 的 某 个 度量 P 一 起 称 为 度量 空间 , 集合 开 
的 元 素 称 为 点 ， 对 一 对 点 mw 9ESX .上 的 度量 值 p(x 四 称 为 点 5 和 
# 之 阔 的 距离 。 度量 空间 应 该 表示 为 配对 的 形式 (X，A)， 但 为 了 
简便 起 见 , 车 不 引起 误解 的 话 , 常 简单 地 用 和 来 才 示 魔 量 空 间 ， 

度量 空间 的 景 简单 的 例子 是 实数 集合 R', 虑 底 攻 由 等 式 p (7， 
站 二 1z 一 9 给 出 ， 函 数 p 具 有 庶 量 的 所 有 性 质 ,并 把 吾 ' 变 为 普 量 
空间 , 

如 果 玉 是 具有 度量 p 的 度量 空间 ,而 了 是 蒜 的 基 个 子 集 , 那么 
借助 于 同一 个 度量 bp ， 乐 合 了 也 成 为 度量 空间 ， 度 量 空 间 (Y, p) 
称 为 度量 空间 工 的 子 空间 ， 假 设 了 是 度 虹 空间 瑟 的 任何 子 空 间 . 
考察 所 有 的 数 (9， 纺 的 上 确 界 , 其 中 %y 跑 遍 集 合 了 的 点 ， 若 这 
个 上 确 界 是 有 限 数 d=sup{p ls, 引 }， 那 么 集合 了 称 为 是 有 弄 的 ， 
而 数 & 则 称 为 集合 了 的 直径 . 

对 xEX， 浅 是 (2 及 入 的 所 有 点 把 XX 的 集合 0,(9) 称 为 
中 心 在 wE 牙 ,半径 为 的 球 邻 域 

当 z 跑 遍 集合 7:， 而 # 跑 遍 集 合 Ys 时 ， 数 P(7 了 2) = 
infp (#, 纺 称 为 两 个 集合 YY,, Ys 己 X 之 间 的 距离 ， 若 了 , 和 了 Ts 具 
有 公共 点 ,那么 2(Y1, 了 2) =0， 但 是 ,也 可 能 有 这 样 的 例子 ， 它 们 
是 不 相交 的 集合 , 而 它们 之 间 的 距离 为 零 . 

对 集合 了， 满足 p(x, 了 ) <e 的 所 有 点 zEX 的 集合 O.(Z) 称 
为 半径 为 # 的 集合 Y 的 球 邻 域 . 

使 Ptz, 了 ) =0 的 每 一 个 点 zx 都 称 为 集合 了 的 接触 点 ， 特 别 ， 
集合 了 的 每 一 点 z 是 它 的 接触 点 ， 反 过 来 的 结论 一 般 不 成 立 ， 例 
如 ;区 间 (Ca, 妨 忆 Ri! 用 有 接触 点 ab 而 这 两 点 不 属于 区 间 (a,8). 

集合 了 的 所 有 接触 虚 的 集合 称 为 集合 了 的 闭 包 ， 集 全 了 的 闭 
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包 用 了 表示 . 

国 此 ,了 CC 了, 但 反 过 来 一 盟 不 成 立 。 在 上 而 考察 的 区 闻 (o, 区 
例子 中 , 它 的 用 包 是 用 区 间 [e, 8]. 

度 明 空间 的 集合 了 ,车 它 的 闭 包 了 与 了 相同 ,了 = 了 , 则 称 了 是 
闭 集 . 

集合 了 的 一 点 zs 车 它 的 某 个 球 邻 域 包 含 在 了 内 :0,7)CY， 
则 称 +“ 是 了 的 内 点 .集合 了 的 所 有 的 内 点 的 集合 称 为 集合 了 的 内 
部 ;并 表示 为 Int 了， 车 集合 了 与 它 肖 已 的 内 部 Inty 相间 , 则 称 集 
合 了 为 开 集 . 

定理 1 设 广 是 度 遇 空间， 集合 了 CX 是 闭 集 的 充 要 条 件 为 
了 的 补 ( 余 集 )X\ 了 是 开 集 ， 

证 明 假设 了 是 闭 集 ,了 = 了 并 且 xEX\Y. 这 就 是 说 ,点 不 
是 集合 了 的 接触 点 , 即 p (x, 了 ) 一 s>0， 我 们 证 明 O,(z)CXNY, 实 
际 上 ;车 3yEO(z) 则 (oz 护 二 es， 如 果 3#EP, 那么 D(e 幼 袜 pfz 
Z)， 即 2(2 轧 六 6 得 到 矛盾 ， 因 此 ,集合 X\ 了 是 开 集 . 

反 过 来 ,假设 和 YY 足 开 集 ， 若 zEX\Y， 那 么 存在 属于 X\Y 了 
的 球 邻 域 O.C7)， 这 就 是 说 ， 对 YE 了 ，p(z， 拉 之 e 成 立即 有 
P(x, 了 ) 之 2e， 于 是 点 4. 不 是 集合 了 的 接 蛮 点 ， 因 此 ， 若 xzE 了 了， 则 
4E (XNF)， 即 xEY， 这 就 是 说 了 CY， 有 了 = 了 ， 从 而 集合 了 是 

定理 2 设 习 是 度量 空间 ， 则 : 好 何 一 族 环 集 的 并 是 开 沫 ; 有 
限 多 个 开 集 的 奖 是 开 集 ， 用 对 侦 代 方法 得 到 :任何 -- 族 团 集 的 交 
与 有 限 个 闲 集 的 并 号 闭 集 , 

证 明 假设 YCX 是 一 族 开 集 , 我 们 证 明 并 Y= [了 。 是 开 
常设 xEF, 则 对 某 个 指标 x，zEY。 并 且 因 为 Ys 是 开 案 ， 那 么 有 
奈 邻 域 0,(z) 束 个 售 在 Fe 中 ,OKzJCLY。 记 以 0.(z)CYC [UY。 
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=Y， 即 了 是 开 集 。 现 在 假设 指标 c 取 有 了 很多 个 值 ， 我 们 证 明 交 
Y'= 站 并 是 下 集 ， 设 =rEF…, 则 对 每 一 个 指标 值 os zxSy。 成 立 . 因 


为 Ze 是 开 集 ， 所 以 有 某 个 球 邻 域 Dea(z) 含 于 了。 中， 假定 
sminee>0( 这 里 利用 指标 x 集 含 的 有 限 人 性 ).， 那 么 对 所 有 的 指 


标 %y0,《2)CO,(z)CYs 成 立 , 即 0.C2)C 门 了 a。=Y， 于 是 ,了 起 


开 集 . 

对 闭 集 的 对 侦 的 结论 ， 可 由 定理 ! 种 并 、 交 、 补 ( 余 集 ) 运 算 的 
关系 

NY)=X UY Urd=X\ fr. 

得 到 . 

在 前 面 的 论证 中 ， 我 们 冰 未 用 到 通常 称 为 三 角形 不 等 式 的 诬 
量 性 质 3*， 在 今后 的 许多 关于 度量 空间 的 论证 中 , 仅 用 到 在 定理 
1 和 定理 2 中 所 叙述 前 性 质 ， 所 以 , 可 以 扩大 空间 的 种 类 ， 对 于 这 
些 空间 , 只 要 内 涉及 到 开 集 , 闭 集 , 内 点 和 接触 点 的 论述 都 有 意义 . 
即 ， 但 在 引入 这 个 一 般 概 念 以 前 ， 我 们 还 要 证 明 已 经 建立 在 三 角 
形 不 竺 式 基础 上 的 度量 空间 的 几 个 有 用 的 结论 。 

定理 3 设 工 是 度量 空间 ， 那 么 : 

1* 球 邻 域 0.(z) 是 开 集 ; 

2” 任何 集 了 的 内 部 IntY 是 开 集 ; 

3" 任何 集 工 的 亲人 包 了 是 采集， 

证 明 设 ye0.(7), 则 p(z, 妨 =9<<e， 我 们 证 明 存 在 这 样 的 
数 e'>0, 使 0 (y) 全 0.(2) 戌 音 ， 取 ce， 使 8+e'<ie， 那 么 ， 车 
ZE09)， 则 D(z,9)<e'， 于 晨 ，P (7)Sp(2, py, 2) < 
6 十 s'<is, 脚 zE0,(z)、 这 也 就 是 说 ,Ow(Y) CO.CT)， 于 是 ,0,(z)》 
是 开 集 。 
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现存 证明 Int7 是 开 集 ， 注 意 , 若 也 CT:， 则 IntyICTnty*. 
所 以 车 zxInty7, 则 0.(z)CD 而 这 就 是 赔 , 四 于 结论 1"，O(z)= 
IatOzDJCInY， 那 么 ,根据 定义 ,集合 IntY 起 此 集 . 

景 后 , 我 们 证 明了 是 闭 集 。 根 据 定义 , 当 且 仅 当 zwSInt(X\Y) 
时 ,点 不 篇 于 了 , 妇 了 一 IntCX\ 了 ). 按照 定理 1, 若 Int(X\YY 
是 开 集 , 则 了 是 闭 集 。 定 开 3 证 遇 完 毕 ， 


3， 拓扑 空间 


集合 筷 中 ， 营 引入 一 族 称 为 开 集 的 子 集 ,而且 满足 下 面 的 
条 件 ， 

1” 集合 碟 与 空 集 都 是 开 集 ; 

2。 任何 一 族 开 集 的 并 与 有 限 个 开 集 的 交 都 是 开 集 ,我们 就 说 
在 集合 祥 上 给 出 了 拓扑 ， 

集合 开 和 在 它 上 面 给 出 的 拓 补 称 为 拓扑 空间 ， 集 全 闷 的 苑 素 
称 为 空间 蕊 的 点 ， 开 集 的 补 ( 余 集 ) 称 为 闭 集 ， 显 然 ， 在 任何 拓扑 
空间 总 中 , 成 立 闭 集 的 对 侦 性 质 : 

(19)' 集合 玉 与 室 集 是 闭 集 。 

(2°)' 枉 何 一 族 闭 集 的 交 与 有 限 个 六 集 的 并 都 是 闭 集 ， 

所 以 ， 为 了 在 集合 和 上 给 出 拓扑 ， 可 以 给 出 一 族 满足 条 件 
《1 和 (22)7 的 称 为 是 闲 案 的 集合 , 以 代替 -一族 开 集 . 

前 面 一 段 的 定理 2 表明 ， 诬 量 空间 尽 上 的 一 族 开 集 给 由 了 碟 
上 某 个 拓扑 , 即 把 巨变 为 拓扑 空间 . 

在 拓扑 空间 中 。 再 现 了 度量 空间 的 很 多 蛋 要 的 概念 ， 我 们 称 
任何 含有 点 z 的 开 集 为 拓扑 空 间 了 中 点 x 的 名 域 ， 类 似 地 ,包含 
子 集 了 的 开 集 称 为 集合 Y 的 邻 域 ， 营 点 z 的 每 一 个 邻 城 与 集合 
7C 都 有 非 空 的 交 ， 则 称 > 是 集合 了 的 接触 点 。 集合 了 的 所 有 
接触 点 的 集合 称 为 集合 了 的 闭 包 , 并 用 了 表示， 点 xEY 与 它 的 某 
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个 令 域 都 在 了 中 ， 则 称 = 是 集合 了 的 内 点 ， 集 合 卫 的 所 有 内 点 前 
集合 称 为 集合 7 的 内 部 , 并 用 Int 了 表示 ， 

定理 4 集合 了 CX 是 闲 集 ( 凤 为 开 集 的 补 ( 余 集 )) 的 充 要 条 
件 是 了 = 了 . 

证 明 设 了 是 六 集 , 即 X\Y 是 开 集 ， 那 么 ， 集 合 X\Y 是 其 
任何 点 的 邻 域 ， 邮 集合 X\Y 的 点 不 是 集合 了 的 接触 点 ， 所 以 
了 CY, 即 了 = 了 ， 反 过 米 , 设 了 = 了 ， 那 么 ,车 zxE7, 则 zx 不 是 集合 
了 的 接触 点 ,就 是 说 它 的 某 个 邻 域 0 与 了 不 相交 ， 即 VCXNY. 
这 样 一 来 ,集合 X\Y 表示 为 开 集 0, 的 并 ， 也 就 是 说 它 本 身 是 开 
集 ， 定 理 《证 完 . 

定理 8 拓扑 空间 六 的 任何 集 了 的 闲 世 了 是 闭 集 . 

证 明 ”按照 前 光 邓 定理 , 必须 证 明 华 式 了 = 了 ， 包 含 美 系 了 己 
也 是 明显 的 ， 因此 剩 下 的 县 核对 相反 的 包含 关系 了 CY. 于 居 ， 假 
设 zE 了 ， 这 就 是 说 点 z 的 任何 邻 域 U 与 了 有 非 空 的 交 ， 辟 如 说 
#EU MP 了， 那么 叱 时 集合 口 是 9 的 邻 城 ， 因 为 YE 了 , 那 就 是 说 , 集 
合 巴 与 集合 王 肯 非 空 的 交 ， 王 是 点 = 是 集合 的 接触 点 , 即 zEF. 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 了 C7， 定 理 5 证 完 ， 

例 1 考 军 中 一 个 元 南 ”组 成 的 集合 XX， 在 X 上 可 以 引入 唯 
一 的 拓扑 绪 构 , 它 的 开 集 是 集合 蕊 和 空 集 . 

例 2 考察 册 冰 个 元 过 zy 组 成 的 集合 尽 ， 在 这 个 集合 上 
起 至 能 引进 几 个 不 向 的 拓扑 结 移 。 第 一 个 拓扑 结构 由 所 有 的 了 了 集 
的 集合 {名 ，{z},{ 旭 ;XX} 作 为 开 集 给 出 . 第 二 个 拓扑 结 构 由 天 集 族 
{ 靖 , 鼠 } 给 出 ,最 后 ,还 可 以 给 出 第 三 个 拓 盾 结构 , 应 读 取 {2, {x} ， 
X) 作为 它 的 开 集 族 ， 这 是 在 同一 个 集合 六 上 的 所 有 不 同 的 抓 扑 
结构 , 它 给 出 了 三 个 不 同 的 拓 扩 空间 . 

例 3 设 X 是 任何 集合， 在 X 上 引入 拓 扩 结构 ， 取 它 的 任何 

广 集 作为 开 集 ， 那 么 任何 单个 点 构成 的 了 集 都 是 开 集 , 也 就 是 说 ， 
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作为 它 自己 的 点 的 并 的 任 一 子 集 也 是 开 集 ， 这 样 的 拓扑 称 为 离散 
拓扑 . 

设 革 是 拓扑 空间 , YC 是 它 的 子 集 。 那么 ,在 了 上 也 能 作出 
拓 盾 结构 ,方法 是 取 所 有 的 集 他 了 NN5 为 开 集 , 其 中 如 是 大 中 的 开 
集 ， 此 时 , 拓 相 空间 了 称 为 本 补 空间 六 的 子 空 间 ,而 了 中 的 拓 拓 结 
构 称 为 谋 导 拓扑 ， 若 是 度量 罕 闻 ,而 了 是 它 的 子 空间 ,那么 了 的 
拓扑 结构 的 给 出 与 下 面 的 做 靶 次 序 无 关 :度量 先 在 了 工作 限制 ,再 
转化 为 拓扑 ,或 先 转 化 为 拓扑 , 再 诱导 出 了 上 的 拓扑 . 

设 王 是 拓扑 空间 开 中 的 子 集落 了 = 三 , 则 称 于 为 稠密 集 ( 处 
处 稠密 ). 

定理 6 若 了 i，Tas 是 压 的 两 个 稠密 的 开 集 ， 那 么 它们 的 灾 
了 = 了 Ys 昆 开 集 并 且 存 六 中 是 简 密 的 

证 明 设 zEX 是 任意 点 ， 可 是 它 的 邻 域 ， 因 为 集合 了 是 
密 的 , 所 以 UY 取 @, 即 存在 点 yEVNY4， 因 为 DU 人 NYY, 是 开 集 ， 
而 了 是 秽 密 集 ， 所 以 UNYLNYs 尖 多 ， 即 忆 MY 尖 弛 ,这 就 是 说 了 了 
是 也 中 的 和 密集 ， 定 理 6 证 完 ， 


3， 连 续 喘 身 


拓扑 空间 的 概念 可 以 如 此 成 功 地 建立 起 来 ， 使 得 连续 映射 的 
定义 可 从 数学 分 析 中 逐 字 逐 句 地 移 过 来 . 

Cauchy 的 定义 : 天 X-> 了 为 拓扑 空间 药 上 映射 。 车 对 点 
f(zyEY 的 任何 侣 域 VCfzo)， 存 在 点 mEX 的 这 样 的 邻 域 
7(z) 使 FTCzyJCFCFrD)， 则 称 子 在 点 os 连续 沙 映 射 
于 在 空间 并 的 每 -点 都 连续 , 则 称 为 连续 映射 . 

定理 ? 映射 ;入 > 了 连续 的 充分 必要 条 件 是 满足 下 面 两 个 
等 价 筑 件 之 -…; 

2” 任何 开 集 的 原 象 是 开 集 ， 
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2” 尾 何 闭 集 的 原 象 是 闭 集 ， 

证 明 因为 对 诛 象 来 说 , 关系 式 广 :TAN =Nf (4 成立， 
所 以 条 件 1° 和 2" 等 价 ， 设 了 是 连续 吴 射 ，FCY 是 开 集 ， 我 们 
证 明 它 的 原 象 f7"(V) 是 开 集 。 假定 zE 六 "(六 ), 则 f(z)EF， 即 六 
是 点 扩 z) 的 邻 域 ， 于 是 按 骨 连续 了 映射 了 的 定义 ,存在 这 样 的 点 > 
的 叙 域 可 ,使 了 (5)CV, 即 DCJTCF), 这 就 是 涪 集 合 FV) 是 开 
集 ， 反 过 来 ， 假 设 条 件 1° 是 满足 的 ， 著 FSF(zo) 是 点 fz0) 的 邻 
域 , 则 =f1(7)3zo 是 点 za 的 邻 域 ， 而 且 (四 三 ff71(7))) 一 
TCF， 于 是 了 是 韦 续 映射 ， 定 理 7 证 完 ， 

定理 7 的 条 件 1" 和 2" 在 验证 拓扑 空间 的 连续 映射 时 是 方便 
的 ， 例 如 下 面 的 定理 在 以 后 是 很 有 用 的 。 

定理 8 设 拓扑 室 间 久 表 示 为 自己 的 两 个 闲 子 集 的 井 
=U PFs,f: 玉 >Y 是 拓扑 空间 互 到 拓扑 空间 了 的 映射 ， 映 射 了 
连续 的 充 要 条 件 是 了 在 于 集 站 和 更 上 的 限制 iF; >Y， 
了 :Fy> 了 是 连续 的 . 

证 明 设 下 是 连 线 喘 射 ,我 们 证 明 ， 例 如 , fi 是 连续 且 射 ， 
对 喘 射 用 本 , 原 象 由 公式 (了 -C4) = 二 忆 则 f 下 4) 算出， 所 以 ， 
阁 4 吕 亲 集 , 则 产 :(4 和 天 (四 也 是 六 集 ， 反 过 来 , 设 由 到 
和 fF; 是 连续 映射 , 我们 证 明了 是 连续 的 设 4= 4CZ 那么 

FAHD=TIDNE= DN RU F:) 
=(f A NFO)UG CNR,) 
=FPIMAUCIR) HD), 

到 为 集合 (| 有) (和) 在 子 空间 酚 中 是 闭 集 ， 而 吏 = 素 。 所 以 
GED Id 在 下 中 是 闭 的 ， 类 似 地 集合 (站 2-'(4) 在 苹 中 也 
芷 困 的 ， 子 是 六 "4) 在 总 中 是 闲 的 ， 定 理 8 证 完 ， 

我 们 考察 拓扑 空间 互 列 拓 超 室 间 了 的 连续 映射 f;X> 了 ， 若 
下 是 双方 单 什 的 ,而 逆 映 射 六 ! 也 是 连续 的 ， 则 映射 了 称 为 局 肘 . 
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间 时 , 拓扑 室 间 和 了 称 为 同 肚 的 拓扑 室 间 .在 辣 胚 下 ;不仅 建立 
了 本 拓 扩 空间 X 和 了 的 点 之 间 的 双方 音 值 的 对 应 ， 而 且 建 立 了 拓扑 
结 移 本 身 之 间 一 对 一 的 对 应 ， 就 是 说 ， 建 间 了 沂 集 族 之 间 的 对 应 
和 建立 了 闭 梨 族 之 间 的 对 应 ， 如 果 招 扑 空 间 的 时 个 性 质 对 同 且 前 
拓 补 空间 来 说 是 相同 的 ， 则 称 此 性 质 是 拓扑 不 变 的 ， 于 是 ， 在 研 
究 折 扑 不 变 考 质 时 , 我 们 对 间 凸 的 空间 可 以 不 加 区 分 

例 4 映射 加 到 -> 了 是 连续 的 这 个 性 质 是 拓扑 不 变性 质 ， 事 
实 上 ,车 p:X'> 天 ,站 :Y->Y' 是 间 胚 ,那么 复合 XY' 是 连续 
页 射 ， 一 般 而 言 ,两 个 连续 也 射 的 复合 是 连续 映射 

例 5 连续 函数 , 即 拓 护 空间 XX 到 实数 空间 R! 的 连续 映射 ,是 
从 续 映 射 的 重要 的 畦 约 情形， /是 着 续 函数 的 条 件 可 以 用 如 下 的 
方式 叙述 :对 任何 点 zo5X 和 任何 >0, 存在 点 ze 的 邻 址 U0, 合 得 
yeD 时 ,不等式 |f(zn) (9)1<e 成 立 . 对 拓 打 空间 上 的 数 
可 以 定义 连续 函数 序列 的 均匀 极限 ， 也 象 … 元 实 变 阴 数 的 悄 形 那 
样 ,下面 的 结论 是 正确 的 : 

枚 2 并 县 在 折 


宁 间 和 上 的 连续 图 数 序列 {f) 收 绑 


,使 f(z) 一 所 (2)| 过 
/3 对 任何 点 zc 成 立 (均匀 收 委 )， 基 次， 因为 刀 是 污 续 国 数 ， 
那么 存在 点 zm 的 铝 域 U 使 得 当 zeQ 时 ,满足 不 等 式 :| 轧 (zo) 
一 f(z) <e13。 那么 jz) 一 Fa) < 20) 一 fn) | f(z0) 
fH) HCE) ae/3=e. 

例 6 设 户 工 ->Y 是 度 最 罕 间 的 连续 映射 ，p1s Pp 分别 为 宰 
闻 久 ,了 上 的 度量 ， 那 么 映射 了 连续 性 的 条 件 可 用 下 面 方式 叙述 : 
对 任何 mnSX 和 >0, 存 在 这 样 的 5>0, 从 不 第 式 pi(zyzo) < 可 
得 到 不 等 式 pi(f(z), f(xo)) <0. 


把 数列 收 全 性 概念 推广 到 度 最 空间 也 是 有 效 的， 若 lim pzo 
9 70。， 


zo) 一 0, 由 说 点 到 {zs} 收 化 于 点 ro limzn= za。 空间 和 映射 的 许多 


性 质 可 用 度 景 空间 的 收敛 序列 的 语言 来 叙述 ， 举 例 说 ， 若 对 性 
们 收 化 点 列 {zo} CY 了， 其 极限 一 jimzs 也 属于 集合 Y， 则 集合 
YCX 是 闭 集 ， 还 有 ， 度 世 空 间 映 射 了 X> 了 的 连续 性 条 件 按 
Heine 叙述 为 着 由 等 式 zo 一 Himzra 可 得 到 等 起 limf (zs) =f (zo) 
时 , 则 映 笑 了 在 点 zo 迁 续 . 

例 7 考 寨 两 个 折 扑 空间 了 和 了 ,构造 新 的 拓扑 空间 芯 x 了 了. 
集合 x 了 是 所 有 形 为 (z, 9) 的 配对 的 集合 ， 基 中 x*SXY，yEY, 并 称 
革 x 了 为 集合 之 和 了 的 币 卡 儿 乘 积 .现在 来 定义 下 x 了 中 的 拓 折 ， 
车 VCXxF 了 表示 为 并 = [|] (Vx 下 让 ,其 中 VCX, 印 CY 是 


开 集 ， 则 称 集合 为 开 集 . 验证 开 集 的 性 质 是 容易 的 , 集合 x 了 
和 上 曾 所 定义 的 所 扑 结构 一 起 称 为 拓扑 空间 革 和 YY 的 笛 卡 儿 嘎 
积 ” 同时, 拓 掉 空间 和 了 称 为 第 卡 儿 乘 积 久 xY 的 因子 ， 笛 卡 
玉 蔷 积 有 下 列 的 性 质 :1° 空间 互 x 了 和 Yx 久 是 同 胚 的 ; 2° 空间 
(于 x 了 )x 名 和 和 下 x(Y x 纪 是 同 胚 的 。 在 第 一 个 情况 下 ， 应 该 取 
映射 9: 生 xXY-z 了 x 卫 ，gt{z, 引 二 (9g, x) 作为 则 胚 ， 那么 ， 车 
如 = (Vx 机) 是 空间 年 x 了 的 开 集 , 则 pC)= (Wx 


是 空间 YxX 的 开 集 ， 在 第 二 个 情况 下 , 应 该 取 p: {XX 了 ) x 名 
玉 x (了 x 到，q((z, 拉 ,2) 二 (xz,，(y, z)) 作为 问 肛 ， 笛 卡 几 入 积 
Xx 了 在 一 个 因子 上 的 投影 ， 驼 方 说 在 上 的 投影 了 :Xx 了 >X， 
f(z， 及 =2， 是 连续 映射 ， 实 际 上 ， 开 集 VC 的 原 象 具有 形式 
六 (= 术 X, 即 广 !(7) 是 开 上 集 . _ 

例 8 设 卫 和 了 是 度量 空间 ， 则 笛 卡 儿 来 积 义 x 了 容 有 与 管 
上 E 儿 引 积 的 拓扑 相 一 致 的 度量 ， 设 pu ps 分 别 是 空间 站 和 了 的 度 
涉 ， 在 第 书 儿 乘积 xY 上 定义 度量 p， 
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PLY), C2 3)) = max{ pr (zi Ya。Dafgiysa)}， {1) 
我 们 米 验 证 度量 的 性 质 1°,2°,3°。 车 pCCris 加 ) (za #9)) 二 全 ;出 
pro te) = pty 2) =0; 有 T= 一 Ys 出 此 得 济 ; (31 的 ) 二 
(ap)。， 反 过 来 ， 基 (80 一 (age)j， 则 2 一 za 如 二 5， 这 总 
际 着 pl (zag = pa(hygs 一 0 于 是 ,PC(zb 1 (2, Y3)) = thax 
40,0) 一 0， 性 质 1° 得 证 .其 次 ， 

pplz gs (wos #2)) = max{ pe zz》 Pal Ya)} 
= max{pi(z2, 1), palga, F107} = p(s 2)s C1 1))s 
“ 于 是 , 性质 2 也 得 证 ， 最 后 验证 三 角形 不 等 式 8”; 
~ p(s #0) (ra 2)) 一 maXfPi(rb za), pi{ pis y2)} 

max{pi (2 za) -上 pi (ts 122), Da Fs 93) + palyas 3)} 

max{pr (3 za) Pel Yi 3)} + max (pixs, $3), P2(¥as Ya)} 

=p((w1 1), (rs 83)) Hp{ za gs), (Tos y2)). 

于 是 公式 (1) 定义 了 第 卡 儿 莱 积 玉 xY 的 沫 个 度量 ， 我 们 证 
明 , 出 度量 确定 的 折 扑 结构 与 笛 卡 儿 清 积 的 拓扑 结构 是 -至 的 ， 
党 罕 中 心 在 点 (zo,Yo), 半径 为 。 的 球 邻 域 ; 

Ox0s 0) = {x, 8) p(x, WD), (zo 40) } <e} 
= {2,9) pit, 70) Ze, paty, Yo) <e} 
=0,{x0) x O.(¥o). 

于 是 任 一 个 在 度量 p 意义 下 的 开 集 是 笛 卡 儿 乘 积 拓 站 的 开 集 ， 并 
县 反 过 来 也 成 立 . 

还 存在 在 笛 卡 儿 乘积 上 给 出 放量 的 另外 的 方法 ， 常 采用 的 方 
法 在 于 ; 将 馆 卡 儿 柔 积 的 因子 与 了 与 平面 坐标 轴 进 行 类 比 ， 度 
量 按照 下 面 公式 给 出 : 

(ob (ry2)) = pr (rn Per oy. (2) 
我 们 将 福 质 1°,2°, 3° 的 验证 留 给 读者 去 做 ， 为 了 证 明度 最 (2 给 
出 的 拓 协 与 放量 (1) 给 出 的 拓扑 -一至 ,只 要 找到 两 个 常数 Cu>0 和 


as ITQ ，。 


Ca>0， 使 

Cp lr) (zo)) Ep Cr 91), (v2 Yn) ) 

Cpl (rs, ¥1), (Cra, Ya)) {3) 
成 训 就 可 以 了 ， 事 实 上 ,车 0. 表示 在 度量 p 下 的 球 令 下, 0， 表示 
在 度 昌 p' 下 的 球 邻 域 ,那么 在 每 一 点 能 实现 包含 关系 . 

Oro g) I EO (Cro) SOF Cros 0)) (4) 
就 织 了 ， 其 中 ee 晨 对 任 党 的 2”>0 而 选取 的 、 由 不 等 式 (3) 得 
到 包含 关系 (4) 在 8' 二 Cee*,2 二 2e'fCi 时 成 立 ， 于 是 必 须 证 胃 不 等 
式 (3)， 我 们 有 

(人 es 有) (zo 92)) = pr lr rs) + pry ga) 

EV TF max{pi(zis Te), pa(¥1, go) 

= 2 pO 1); ra #2))3 

PDUs #1), (ga ge) =Imax{ pi (81 £2), Poly 42)} 

SVP ca) Pa 的 ys =p (Ces 81), (za #2)). 
莽 而 页 尝 式 (3) 在 各 =1 C= 二 V2 时 成 立 ， 于 是 ， 我 们 十 明了 在 
第 卡 儿 昌 积 六 x 子 中 由 公式 (1) 和 (2) 给 出 的 两 个 度量 产生 同一 个 
负 卡 儿 漆 识 拓 寺 结 


31 习 题 

1， 举 出 有 限 集 合 上 的 度量 的 例子 ， 要 求 此 度 且 不 是 从 它 存 欧 氏 空间 的 
任何 虞 入 中 诱导 出 米 的 ， 

2， 证 明 : 直线 上 的 有 限 集 是 革 集 . 
证 明 ， AP(z 了 ) p(x, 了), 
证 明明 数 fw) = oz 了) 对 任何 子 集 了 是 连续 的 . 
， 证 别 ; 市 明了 集 舍 上 的 任何 产 总 让 它 上 而 诱导 出 离 履 拓 耻 。 
证 明 ， 区 洱 , 半 区 向 , 实 直线 上 的 线 人 段 两 两 不 同 胜 . 
证 明 : 在 度量 空间 六 的 向 卡 儿 平方 了 XX 卫 上 ， 度 灵 p{x， 扩 是 连续 


NN 


苟 数 . 
73。 


8。， 刘 明基 合 儿 在 趟 为 两 个 闲 集 之 差 的 充 公 条 件 为 (全 \ 习 ) 是 六 集 . 
9 证 ;在 连续 瑞 射 下 ,稠密 子 集 的 象 在 象 集中 是 稻 蜜 的， 


$2 连通 性 分 离 公理 


在 所 有 的 拓扑 宣 间 中 ， 可 分 出 由 某 些 拓扑 本 变性 质 所 定义 的 
更 窗 的 一 些 空间 类 ， 例 如 , 在 前 面 一 节 的 例 3 中 ,已 经 分 出 一 类 离 
散 拓 扑 空 间 ， 对 这 类 空间 了 下 面 的 性 质 是 正确 的 : 离散 室 间 区 
到 另外 前 折 扑 空间 了 的 任何 映射 f 都 是 于 续 的 ， 在 这 一 当中 将 研 
帘 另 外 一 些 更 重 守 的 拓扑 空间 类 ， 

1， 连 通 性 

车 空间 了 含有 不 同 于 苇 和 空 集 刀 的 既 开 又 斌 的 子 集 YCX， 
则 称 瑟 为 不 连通 的 拓扑 宝 间 ， 例 如 ， 多 于 一 点 的 任何 离散 棉 扑 空 
间 是 不 连 道 的 ， 因 为 它 的 任何 子 集 既是 开 的 又 是 阅 的 ， 若 空间 全 
是 不 连通 的 ， 则 可 分 为 两 个 不 相交 的 非 空 开 子 集 的 并 ; 五 = 了 
(X\Y)， 车 们 不 能 分 解 为 其 个 不 相交 的 非 空 开 子 集 的 并 ， 则 称 拓 
村 空间 站 为 连通 的 拓扑 室 间 . 

例 1 考察 数 直 线 上 的 六 区间 [a,5]。 我 们 下 明 闭 区 间 La, 拉 
基 思 道 集 ， 假 设 前 区 间 [e 旭 表示 为 两 个 非 空 的 赂 开 又 闭 的 不 相 
交集 的 并 [a, 51 二 4UB， 不 失 一 般 性 ， 假 设 seE4、 那么 由 于 4 是 
开业 ,在 在 这 样 的 se 之 0, 使 半 开 区 间 [e e+e) 己 4 对 广 足 [eye 十 e) 
亿 4 的 所 有 e， 取 eo= sup{ej， 那 么 对 任何 2 之 ee， 有 闭 区 间 [a， 
a -e] 忆 4, 即 对 性 何 。 过 #0,4+eEA4， 由 于 4 是 闭 桌 , 于 是 4 十 oS 
4， 对 eo 来 说 ,唯一 的 可 能 性 仅 是 等 式 a 十 eo=5 成立 ， 否 则 eo 就 
不 等 于 sup{z}， 于 是 , [6,5]=4, 邮 8B8= 儿 ,这 与 假设 逢 质 ， 类 似 
地 可 以 证 明 数 铀 上 的 开 区 间 (a, 引 是 连通 集 . 

现在 证 角 几 个 结论 ;它们 有 苏 于 说 明 拓 半空 间 的 壕 通 柱 , 
sf 


定理 1 设 开 = 册 工 ， 每 一 个 X。 是 连通 的 ， 并 且 交 集 
和 丈 不 室 , 则 空间 每 是 连通 的 . 


证 明 ”假定 相反 的 情况 成 立 , 即 了 =A4UB, ANMmB= 儿 ,集合 4 
种 8B 是 非 空 开 集 ， 那 么 有 各 = 《XX, 站 4) U (XN B)， 但 因 和 集合 
和 是 连通 的 ,所 以 或 者 丰 o 门 4= 应, 或 者 Xa 门 了 = 所 ,就 是 说 每 一 
个 集合 入 。 或 者 整个 在 4 中, 或 者 整个 在 互 中 ， 其 次 ， 因 为 集合 4 
和 如 不 是 空 集 , 于 是 有 点 sE4, ?EDB， 设 EX， 那么 有 XC4. 
设 8EX。, 那么 有 ,CB。 就 有 马 o 门 下 -= 狐 ， 这 与 定理 的 条 件 
相 矛 盾 ， 定 理 1 证 完 . 

定理 2 设 在 拓扑 空间 蕊 中 , 对 任何 两 点 2 3E 瑟 , 有 包含 它们 
的 连通 集 Ce 则 驴 是 连通 的 扩 扑 空间 . 

证 明 设 定理 的 结论 不 成 立 , 即 牙 = 4UB,4 门 B=,4,B 是 
非 空 开 集 ， 那 么 可 找到 点 Ed, 5bEB， 考察 分 解 式 Coo= (Co 门人 
UfCo 站 本 点 aECao 门 4, 点 5ECus 门 吾 . 这 就 是 说 集合 Cor 门 4 和 Ca 
间 B 是 不 空 的 , 它们 在 Co 中 是 开 集 , 并 且 是 不 相交 的 . 得 到 矛盾. 

定理 3 在 连续 遇 射 下 ,连通 空间 的 象 是 过 道 的 . 

证 明 设 1:X>Y 了 =f 了 CX) 是 连续 遇 射 ,条 件 了 一 了 ( 式 ) 意 味 首 
非 空 集 的 原 象 是 不 空 的 ， 所 以 , 若 了 不 是 连通 空间 , 则 了 =4UB， 
4ANB= 氏 ,4,8B 是 开 集 旦 不 是 空 集 ， 于 是 X= 人 :Y= 站 (4A) 
三 (53) ,集合 六 (4) 广 !( 且 是 非 空 开 集 ， 而 且 是 不 相 次 的 ， 定 理 
证 完 , 

例 2 由 定理 3 得 到 ,所 有 定义 在 实 直 线 的 闭 区 间 [a,8] 上 的 
连续 实 函 数 8==f(z)， 可 以 取 到 中 间 的 慎 ， 若 茶 个 中 间 的 值 和 不 
被 函数 了 取 到 ,那么 象 焦 F([e, 引 ) 就 分 为 两 个 非 空 开 集 的 并 ， -个 
供 合 中 的 点 小 于 ， 而 另 一 个 集合 中 的 点 大 于 yo, 这 与 定理 3 相 
让 盾 ， 
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道路 连通 的 概念 是 应 用 定理 3 和 定理 3 的 特殊 情形 ， 和 车 拓扑 
空间 的 任何 两 点 * 和 # 可 用 曲线 自 连 楼 起 来 ， 则 称 世 是 道路 连 
通 的 , 即 存 在 把 数 币 上 的 闭 区 间 [0,1] 映射 到 空间 下 的 连续 映射 
f:[0,1]> 计 ,使 了 0)=z, (1)==y. 

定理 4 道路 连通 的 拓扑 空间 交 是 连通 的 , 

事实 上 , 按照 定理 3, 象 f{50, 1 是 连通 的 ， 并 包含 了 点 冯 和 
如 根据 定理 2, 空间 于 是 连通 空间 . 

例 3 我 们 考察 不 是 道路 连 
通 前 连通 拓 超 空间 的 例 了 ， 设 六 
是 函数 y= (ez) = sin (1/z) 全 形 
的 于 和 包 , 它 是 二 维 欧 氏 空 间 及 ?中 
的 集合 (图 1 )， 有 R 的 庶 晤 取经 典 
的 度量 ， 即 在 召 * 中 连接 点 对 的 
线段 的 长 度 ， 那 么 ， 集 合 立 由 国 
数 y= sin (ty/z) 的 图 形 和 锁 玺 线 、 上 
段 T 二 {(z, 办 :2 二 0, 一 1&8<1) 的 并 组 成 ， 函 数 耻 的 图 展 分 成 
两 个 千 集 , 每 一 个 子 集 都 同 胚 于 一 个 区 间 ; 六 = {x 的 :0<2<00， 
y= fa)}, T= {sy= 了 (rz)}， 所 以 ， 若 革 …: 
有 4UB,ANMB= 儿 ,4,8 是 非 空 开 集 , 那么 子 集 站 ,, 六 ay 站 中 每 一 个 
都 金 部 在 毛 中 ,或 爹 部 在 吾 中 ， 设 本: 己 B， 容易 证 明 丫 的 任何 邻 
域 既 与 站, 和 交 , 也 与 六 相交 ,就 是 说 ,六 , 忆 B, 夏 B， 即 4= fi， 
这 与 假设 矛盾 ， 于 是 , 玉 是 连通 空间 . 

现在 证 明 , 于 不 是 道路 过 通 的 . 考察 万 中 请 虚 :z= (一 1f7, 0) 
和 = (1/x,0)， 候 设 存在 连续 映射 [0,1]->X,j(0) 一 P,f(1) 
= 外 映射 了 由 两 个 连续 的 数值 阔 数 给 出; f(t)= (z(t), 9(1))， 
在 下 站 短 0 时 ,#2) 二 8sin (lfz(t)))， 罗 为 (0)= 一 1fx， 所 以 村 
酒 足 r( 划 =0 的 那些 所 的 下 确 界 to 严格 地 大 于 6， 二 0。， 于 是 ， 
9 2 和 .9 


在 区 间 fi0, to) 上 满足 条 件 :zt 划 <03(E) 一 sin(ljzft)， 因 式 抱 
是 连续 东 数 ， 并 旦 存在 序列 才 实 io, te->to， 这 里 z(t)=0, 那么 
5 可 一 Tim zc 有 一 0 但 此 时 当 >z 一 0 时 ,函数 sin (1/z(5)) 的 


极限 不 存在 ,因而 , 函数 y(t) 不 是 连续 的 ， 于 是 ,空间 五 不 是 道路 
连通 空间 . 

例 4 考察 渍 个 拓扑 空间 和 了 , 作出 新 的 折 站 空间 2 一 下 如 
了 , 它 的 点 是 空间 入 和 了 的 点 的 总 和 ,并 且 认 为 空间 也 和 了 没有 公 
共 点 ， 到 任何 形 如 玉 =UUT 的 集合 作为 空间 2 的 开 和 集 ， 基 中 
UVCX, VCTY 分 别 是 空间 了 和 了 的 开 集 ， 空 间 Z 称 为 空间 六 和 YY 
的 不 连通 和 . 空间 和 确实 是 不 连通 的 ， 因 为 子 室 闻 误 和 了 是 不 
相交 的 开 子 集 .由 两 个 空间 于 和 了 还 可 以 构造 一 个 拓扑 空间 ， 称 
为 拓扑 空间 的 连通 和 或 拓扑 空间 训 ， 为 此 ， 在 空间 互 和 了 中 各 固 
定 一 点 reEE, os， 考察 空间 互 和 1 的 并 ,并 在 其 中 把 点 jo 和 如 
淹 成 一 个 点 ， 所 得 的 空间 用 下 VY 表示 ， 对 集合 UU， 苛 交 研 门 克 
和 了 NB 分别 为 X 和 了 中 的 开 集 时 ， 则 称 上 为 也 VY 的 开 集 ， 若 
空间 于 和 了 都 是 连通 的 , 则 由 定理 2, 它们 的 连通 和 六 VY 是 连通 
拓扑 空 间 ， 若 信和 了 是 道路 连通 空间 ， 则 它们 的 连通 和 V 了 是 
道路 过 通 空 间 . 


2， 分离 公理 
也 为 拓 盾 空间 , 苦 对 任何 两 点  yE 下 ,* 尖 加 存在 不 相交 的 邻 
域 V(2),D(D,V(z) 站 D9) = 儿 , 如 称 为 Hausdorff 空间 不 
是 所 有 的 拓 盾 空间 都 是 Hausdorff 空间 , 在 前 面 的 一 节 例 2 中 ,我 
们 考察 让 由 两 点 z,9 组 成 的 空间 XX, 它 的 开 集 是 {ZX, {#}}， 那 
么 ,7z， 3# 是 不 赔 的 两 点 , 玫 且 不 存 存 不 相交 的 各 点 邻 城 ， 在 Haus- 
dorff 空间 中 : 每 一 点 xE 是 闭 集 ， 实 际 上 , 洛 y 玛 x, 旭 存 在 8 的 
® 77 .78 


邻 域 吕 (7), 它 不 包含 <， 于 是 集合 X 人 fa 一 【JVC9) 是 开 集 ， 而 


它 的 补 ( 余 集 ) 出 一 点 组 成 , 并且 是 阅 集 , 

离散 拓扑 是 Hausdorff 空间 ， 事 实 上 , 每 一 点 xEX 是 开 集 ， 
就 是 说 ,车 * 关 纺 则 邻 域 {z] 和 邻 瑾 { 好 是 不 相交 的 . 

定理 5 设 卫 和 了 都 是 Hausdorff 拓扑 空间 。 则 它们 的 笛 卡 
儿 菜 积 , 连通 和 及 不 连通 和 都 是 Hausdorff 拓扑 空间 ， 

证 明 我 们 尖 罕 两 点 (%1, 扣 )EX XY，(#2y 89)SX XT， 车 这 
两 点 不 相同 , 则 或 者 =: 尖 za 或 者 扩 天 加 。 在 第 一 种 情形 , 由 于 开 是 
Hausdorff 空间 , 则 有 两 个 不 相交 的 邻 域 (和 了 (za)， 于 是 点 
(ep 8) 的 邻 域 0VCG21) XY 和 点 《C228:) 的 邻 域 芭 (zsy x 了 也 是 不 相 
交 的 .在 第 二 种 情形 , 由 于 了 是 Hausdorff 窗 间 ， 则 存在 不 相交 
的 邻 域 FO) 和 C92)， 所 以 点 (wy 9 (go 加) 的 邻 焉 王 xF() 
和 入 xV (ys) 是 不 相交 的 ， 

考察 不 同 的 一 对 点 5,#EXUY， 若 两 点 在 一 个 室 间 中 ， 比 方 
说 在 也 中 ,那么 由 于 了 是 Hausdorff 空间 ,有 不 相交 的 邻 域 5z)， 
UG); 并 且 VCz),D (89) 同时 是 并 UY 的 开 集 .车 点 z，g 在 不 局 
的 空间 中 ， 比 方 说 zsX，yEY， 则 于， 了 本 身 就 是 它们 的 不 相交 
邻 域 ， : 

现在 考察 束 卫 YY 和 其 中 一 对 不 同 的 点 4,#。 痢 先 ， 设 两 点 
都 在 且 中 。 那 么 其 中 有 一 点 不 千 于 事先 定 出 的 点 x0= 加 ， 比 方 涪 
zzo， 在 空间 环 中 可 找到 不 相交 的 邻 误 (x) 和 U9)， 由 (x) 
减 去 点 wo 可 以 认为 U(xz) 不 包含 点 ze， 那么 集合 U(z) 在 XVY 
中 是 开 集 车 5 匀 不 包含 点 zo， 则 它 在 下 VY 中 也 是 开 集 ， 活 
zo SD (9) ,那么 集 含 0(9) UY 在 苦 VY 中 是 开 集 ,并 有 目 与 Uz) 不 
相交 ， 定 理 5 证 完 ， 

定义 ”车 拓扑 空间 下 是 Hausdotff 空间 , 并且 对 仔 何 琴 个 不 

人 


相交 的 闭 集 FP 和 瑟 ， 存 在 两 个 下 相交 的 伴 绒 中 二 PR 和 U4 必 F， 
则 称 节 是 正规 的 拓 扩 空间 . 

正规 空间 是 最 通常 的 一 类 拓扑 空间， 这 类 窑 间 是 足够 广 的 ， 
并 且 包 含 了 所 有 的 度量 空间 . 

定理 6 所 有 的 度量 空间 都 是 正规 的 

证 明 ” 设 民 是 度 长 空间 , 放量 为 p, 了, 和 了 是 不 相交 的 闭 集 . 


设 zEF, e (xz)= pe 2). 念 UJ = Ho. 名 (2) ,类似 地 ,定义 开 集 


态 = 昌 go 人 Gy 其 中 ey) = 圭 P Cys). 从 而 得 到 集合 和 F 
#ER 3 

的 邻 域 ， 我 们 证 明 集 合 0, 和 是 不 格 交 的 假定 它 们 相交 ， 就 

是 说 存在 点 E071 人 NUD. 那么 存在 点 zE, 和 yes, 有 20 加， 


2EO. (的 由 pz 本 << 寺 ro,p 人 习 << 寺 PPD ,和 转 列 ,有 
p(ssz) < 证 pts， 9g, 避 << 寺 p(y,x)， 将 后 面 的 两 个 不 等 式 相 


加 , 得 到 Pp Cz, 7) p(y， < 了 pr 恕 ， 这 与 三 角 不 等 式 相 了 矛盾 . 
定理 6 证 完 ， 
设 有 拓扑 空间 克 的 开 集 炭 {Ds}， 若 辟 = [LU 则 称 {。) 为 


开 覆 差 . 在 研究 拓扑 空间 了 时， 性 盖 "是 一 个 合 得 的 概念 . 例如 ， 浊 
在 每 一 个 Du 中 给 出 了 连续 函数 f, 而 在 刍 一 个 交 Dm 0 上 ,函数 
fs 和 J 是 相同 的 , 则 在 室 闻 广 上 存在 一 个 连续 函数 它 丰 每 一 
个 开 集 5 中 与 f 相同 . 

设 侣 ,和 {Fy} 是 拓扑 空间 的 两 个 开 覆 盖 。 车 每 一 个 开 集 
Vs 都 在 某 个 开 集 U。s x= 二 wb) 之 中 , 则 称 各 盖 {Vy} 是 窗 盖 {0。} 的 
加 细 , 或 说 覆盖 {ys} 更 细 于 覆 亲 {0.}。 
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定理 7 设 忆 是 正规 的 拓扑 空间 , {D,}x-! 是 有 限 开 独 落 . 则 
， 存 在 更 细 的 稳 董 {Fejs-iy 而 且 了 FeCD。 

证 明 在 定理 7 中 所 断定 的 不 单 是 存在 更 细 的 覆盖 ， 而 是 在 
让 履 盖 中 的 元 素 仍 以 指标 台 编 号 ， 并 且 集 合 的 包含 是 对 周一 个 捐 


EE 
标 值 % 进行 的 、 我 们 考 赛 在 局 中 的 闭 集 X\ 【JU。， 由 于 空 倍 X 


的 正规 性 ,存在 锅 城 P， 使 YN UDCPCPCD。 那么 集合 系 


{P7Ds Zew} 材 盖 空 间 斑 . 从 而 , 可 以 牧 到 集合 FaCPa， 而且 集 
合 系 {Fb Per or 也 渡 商 空间 天， 使 次 地 用 集合 PCFC 
局 , 代 赫 加 ,在 良 次 后 ,得 到 所 要 求 的 稚 盖 {FF,,… Fax]， 


52 习 是 
i， 证明: 车 从 Rn 疡 2) 中 出去 有 限 ( 或 可 数 ) 个 点 , 留 下 的 空间 仍然 是 
2. 证 明 : 若 从 R" 中 删 兴 维 数 小 于 #1 的 有 限 个 子 空间 ， 则 留 下 航空 
僻 仍 是 过 通 的 . 
3， 计 算 用 有 限 多 条 直线 把 R: 其 多 能 分 或 多 少 令 连 通 分 支 ,最 少 能 分 成 
多少 个 韦 通 分 支 ? 


4， 设 所 过 天 是 日 3usdorff 空间 的 连续 映射 。 证 明 不 动 点 (期 fz) 
二 的 集合 是 闭 集 , 


5 证明: 将 正则 宅 阅 映 人 Hausdorff 空间 的 连续 映射 ,在 此 映射 下 的 
人 象 是 正则 的 ， 


5， 证明: 空间 是 Hausdorff 空间 的 充 焉 条 伯 吓 对 角 线 A= { (71: 
2 一 站 这 全 X 广 在 蔗 X 芒 中 是 亲 代 ， 


7. 证 明 ; 映 入 Hausdorff 空间 王 的 映射 产 X-> 了 汪 连 续 的 充 要 肌体 
为 ;图形 站 /= 和 (zy)) :zfEX}CXXY 在 卫 XY 中 是 闭 业 . 


0 


$3 紧 致 空间 
在 这 一 节 中 我 们 研究 暴 改 性 , 这 是 折 拉 空间 的 重要 性 质 之 一 . 
这 个 性 质 ,特别 是 在 研究 实数 和 连续 函数 时 , 是 基本 的 性 质 ， 


1 定义 


设 瑟 为 Hausdorfi 空间 ,者 每 一 个 开 栈 盖 们 。} 都 具有 覆盖 站 
的 有 限 部 分 {。,}Y-:， 则 称 式 是 紧 致 的 ， 可 以 只 要 求 存在 更 细 的 
有 限 覆 盖 . 

注 最初, 这 样 的 空间 称 为 列 紧 的 , 而 列 紧 的 度量 空间 称 为 紧 
致 空间 ， 但 是 近来 的 文献 中 喜欢 简单 地 称 列 紧 空 涪 为 紧 致 空间 。 
我 们 将 采用 后 来 的 术语 ， 

例 1 实数 的 区 赔 Ee, 妇 是 暴 孝 空间， 实际 上 , 若 {0s) 是 区 间 
[La] 的 开 禾 盖 , 那么 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 覆盖 的 每 一 个 元 素 D。 
是 区 阅 (cas&s) ( 除 两 个 半 开 区 间 Fe a 中 和 (5,51 外)， 设 数 zE[a， 
51, 能 使 区 间 [a, xz] 被 有 限 个 太 , 所 覆盖 ,我 们 考察 所 有 这 样 的 数 x 
的 集合 P， 那么 , 若 zEP,y<x， 则 8 也 属于 了 P， 因 为 a 属于 覆盖 
的 元 素 [a,e) ,a >>q， 则 组 成 集合 P 的 元 于 多 于 一 个 点 4， 设 xo 
是 集合 己 的 上 确 界 , zo>uw. 若 和 <5 则 2 在 某 个 区 间 UV 一 (cn 
#4) 中， 即 co<zo<d。 设 思 5 是 满足 co<y<zo<z<des 的 数 ， 
由 yGP, 也 就 是 说 有 限 个 集合 UV, 覆盖 了 区 间 [a,9], 所 以 区 问 [a 
zj] 也 被 有 限 个 集合 六 所 秦 座 ， 于 是 ,zo 不 是 集合 P 的 上 确 界 .这 
样 , 便 有 mm 一 5、 这 时 下 <zo 一 8 消 呈 <g<xzo 则 ?PP 而 且 区 阿 
[Las 如 仍 被 有 限 个 集合 0 所 覆盖 ， 而 与 (2 要 一 起 ,整个 区 间 [@ 
站 被 有 限 个 集合 Fo 所 覆盖 ， 


2， 紧 致 空间 的 性 质 
定理 1 紧 致 拓扑 空间 是 正规 的 , 


. gf 


证 明 设 X 是 紧 致 空间 ,在 芯 中 是 闭 集 ， 我 们 要 证 明 , 车 点 
六 不 属于 FP, 则 可 找到 不 相交 的 邻 域 U(z) 和 UF). 

引 理 1 紧 致 罕 间 X 的 闭 子 集 了 本身 是 紧 至 空间 ， 

事实 上 , 若 {V 小 是 集 五 的 开 种 盖 , 那 么 每 一 个 V=V 门 F， 
中 0 在 王 中 是 开 集 .于 是 丰 集 族 代 ,,X\} 各 其 了 空间 下 .从 而 
存在 有 限 个 开 集 {Us 了 X\} 覆 座 了 。 于 是 {1。,} 儿 造 集 本 

回 到 定理 1 的 证 明 上 来 ， 因 为 zER, 所 以 对 任何 点 YEF， 由 
于 立 是 Hausdorff 空间 ， 存 在 不 相交 的 侧 域 0,3z, Vs3y。 很 明 
吉 , 族 {Vy} 禾 族 集合 根据 引 理 1, 可 找到 有 限 个 集 {V5,} 名 -1 要 


PA 加 
盖 集 合 P。 所 以 点 + 的 邻 域 门 ,与 并 二 不 相交 
k=1 高 


现在 考察 紧 致 空间 X 中 两 个 术 相 交 的 闭 集 配 , Fs， 那么 对 
任何 点 zEF， 存在 点 z 的 邻 域 7 和 集合 FF 的 邻 域 ， 且 UN 
Vs 一 多 。 族 {0s} 履 盖 了 紧 致 集 ,, 所 以 存在 有 限 徐 六 {0。}%=1, 这 


时 ,并 六 包含 Pi 并 且 与 包含 Fs 的 类 月 rv。 不 相交 .定理 1 
证 完 . 

定理 2 设 FCA 是 Hausdorff 拓扑 空间 区 的 紧 致 子 空间 ， 
则 卫 在 空间 艺 中 是 闲人 业 , 

证 明 设 z 是 空 闻 的 不 属于 了 的 任意 点 由 于 四 是 
Hausdorff 空间 ,对 点 yEF， 存在 不 相交 的 邻 域 0s3y 和 Vs35. 则 
访 但 小 覆盖 集合 了 而 由 于 它 的 紧 改 性 ， 存 在 有 限 族 {UV1,}%-: 覆 


深 P， 那 么 并 [ro 包含 集合 P, 并 且 与 实 门 坟 , 不 相交 . 干 是 
Pr b=1 
点 # 有 与 集合 了 不 相交 的 邻 域 ,这 就 是 说 集合 了 是 闭 集 ， 定 理 2 
证 党， 
定理 3 设 f;X-> 了 是 紧 致 空间 X 到 空间 Y 的 连续 映 象 . 财 
* F221 


象 fp) 忌 晤 致 空间 . 

证 明 设 {04 是 集合 了 (2) 的 中 那么 把 他 "(UD} 是 紫 
致 空间 开 的 开 黎 益 ， 于 十， 某 个 有 扫 不 [oa 和: 斤 盖 了 窑 
竟 x， 这 时 族人 Po)-: 肌 葵 了 象 (0， 定 理 3 证 完 。 

由 定理 ? 和 定理 3 得 出 数学 分 析 炒 程 中 已 经 知道 的 ， 紧 致 空 
间 上 连续 函数 的 下 列 性 质 . 

定理 4 设 斤 > 及 是 紧 致 空间 工 上 的 连续 函数 , 则 函数 了 
是 有 界 的 , 并且 取 到 最 大 值 和 散 小 什 . 

证 明 按照 定理 3， 象 JX) 是 及! 中 的 紧 致 子 空间 ， 而 按照 
定 更 3, 象 了 (0 是 亲 集 ， 假 如 象 了 (X) 不 是 有 界 的 ， 那 么 区 闻 上 族 
D =《 一 wm, 友 牙 蔓 了 (X), 并 从 中 涉 可 能 分 出 有 限 子 税 盖 假设 4 
二 sup{Ar)}, 则 存在 这 冬 的 序列 55, 使 Jimj zwD 一 4， 即 本 
玉 和 OD) ，4= 了 (eo) sz0EX， 类 似 地 ,B=inf {f(z)} 也 是 函数 开 的 某 


个 值 ， 定 理 4 证 完 , 


3.。 紧 至 的 度量 空间 

对 度量 空间 来 诽 ， 紧 致 的 性 质 可 以 用 分 析 中 所 熟悉 的 术语 米 
叙述 . 

定理 5 设 文 是 度量 空间 ， 空 间 民 是 紧 致 的 充 要 条 件 为 请 
是 下 列 稳 价 的 性 质 之 一 : 

1 任何 序列 {z。) 有 收 你 子 序列 . 

2*。 任何 非 空 的 闭 子 集 赛 序列 {FP,},F, 沪 了 ant， 有 非 空 的 交 ， 

证 明 设 入 是 紧 臻 的 度量 空间 ，{F,} 是 非 空 移 闭 集 夺 ,Fs 汪 
Fn 如 果 站 Ru 一 弛 , 则 开 集 G 一 X\P, 覆盖 空间 外, 而且 GC 
G :aa， 由 于 空间 四 的 紧 致 人 性, 有 限 个 {G.，， Go 覆盖 了 空间 
不 类 一 般 性 , 可 认为 mo 二 m6， 那 么 GosCGs,: 即 互 
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一 Gh。 于 恩 P ,= 弛 ,这 与 条 体 相 矛盾 
其 次 ， 我 们 证 明 由 性 质 2° 可 以 推出 性 质 {*， 设 {c,} 是 空间 
蕊 前 任意 点 列 ， 若 序列 {ey} 没 有 恬 限 点 ， 那 么 任何 子 集 FC {x 
是 闲 集 ， 所 以 我 们 可 以 作出 非 空 药 闭 子 集 套 {Psj,P={zs+h 
za va 而 {5} 的 交集 是 空 集 ， 于 是 ,根据 性 质 2", 序 列 {z。) 和 有 
极限 点 zoS 入 ， 现 在 来 取 收 化 于 点 ww 的 子 放 列 fzs， 考 察 邻 成 
Di (Geo ,存在 这 样 的 号 码 数 ny， 使 ?a,E01 Go)、 设 已 作出 了 fz， 
(02) 之 118 设 
emin| 


sp (e049) 4 


那么 可 在 邻 域 0.(zo) 中 找到 点 ?1 .auEO, (zo)。 很 清楚 ,p(x0,25-1) 
<<e<s 寺 fp 并 且 因此 msi>mu。 按照 归纳 法 ,构造 出 序列 {z,,}, 于 
且 1imp (roszn,) 二 0, 这 就 是 说 Hmz,=zo， 

最 后 ， 我 们 证 明 从 性 质 1° 可 以 得 到 空 间 牙 的 紧 致 人 性， 设 
亿 } 是 度量 空间 大 的 任何 开 材 盖 ， 假定 存在 这 样 的 数 e， 使 球 惟 
瘟 {0.(z): xEZ) 内 接 @ 于 蓝 瘟 亿 。}， 则 数 。 称 为 材 盖 {) 的 
Lebesgue 数 ， 

引 理 1 车 定理 5 的 条 件 1? 被 满足 ， 则 每 一 个 开 覆 盖 有 
Lebesgue 数 . 

证 明 对 每 点 zxEX, 取 数 e(z); 它 等 于 使 球 Olz) 落 入 森 个 
柳 盖 元 素 0 的 这 些 5 的 上 确 界 ， 若 函数 e(z) 有 严格 正 的 下 确 界 
eo infe (z)， 那 么 数 oo 是 要 六 {0s} 的 Lebesgue 数 ， 若 infe (x) 
二 0; 则 可 找到 这 桩 的 序列 (zs, 使 lime lx。) =0， 根 据 人 性 质 1°, 可 
以 选取 这 样 的 序列 zs,} ,使 limz,, 一 x5。 设 各 是 这 样 的 指标 数 ， 


(DD “pugeago B gogpsmE8 {中 。}”， 这 里 译 为 “内 接 于 覆盖 {0 ,}"， 埠 轩 是 < 局 
使 (Os (2) :we 四} 为 {如 。} 加 细 的 最 大 正 数 一 一 滔 注 . 


BF - 


当时 ,Pp (zw) < 了 re(zD， 十 是 ，0 GCC 


1 
Cel 


OO (x0) CH 这 脏 是 说 ,ez 这 于 etzo) 也 就 是 说 , 极 导 


豆 :(z0)》 
lme fen) > 于 (co>>0， 引 理 1 证 完 . 


现在 考察 任何 驯 蔓 {。}， 根 据 引 理 1， 球 覆盖 {0, (z) :zxE 环 } 
肉 接 于 覆 美 17， 假定 覆盖 {Z 届 有 有 限 子 覆盖 . 那么 效 盖 
{0,(2) :zEX} 也 没有 有 浊 子 种 盖 .固定 任意 的 点 ?1EX。 因 为 球 
0.{z) 不 覆 次 空间 则 可 找到 点 saEO,zD， 假 定 已 作出 点 
fn 使 EDO, (xs) 对 4s 成立， 球 系 {0.(z1),…,O, (zr,)} 
不 覆盖 室 间 五。 所 以 可 以 找到 点 mmEO:(zD UUO,lzs). 守 
是 根据 归纳 法 作出 点 序列 {#4} ,而 且 P (ze ?4) 之 2 之 0， 另 一 方面 ， 
根据 性 质 1”, 他 在 序列 {zsaj， 使 lima,—zo， 妈 limp (zea0) 一 


0， 特 别 ,适当 选取 指标 数 和 , 当 &> 姑 时, 有 afzni 各) 之 让 6。 逆 
有 

Planp Farr) EP (Ea to) tp (Fangs Co) <E, 
此 多 盾 证 明了 定理 5. 


线段 套 有 公共 点 
4 ， 在 紧 致 空间 上 的 运算 
如 果 Hausdorff 空间 X 是 它 自己 的 有 限 个 紧 致 子 空间 的 并 
则 匀 是 紧 致 空间 ， 事 实 上 ,车工 = [| XX:，X; 是 紧 致 空间 ，{U。} 
k= 


是 空间 区 的 开 巴 盖 , 则 每 一 个 子 空间 。 被 有 限 个 元 素 人 Ua, …， 
Zn 所 材 盖 ， 那 么 ,所 有 有 限 个 元 未 的 总 和 1Eas sl 二 by1 祭 
8 


3 所 t} 找 盖 了 整个 空间 苹 ， 下 面 的 定理 是 比较 困难 的 ， 但 是 重 
定理 68 紫 吾 空间 钱 和 了 的 第 卡 儿 乘积 芯 x 工 是 时 致 空间 . 

证 明 由 42 定 理 5， 笛 卡 儿 乘积 王 x 工 是 贡 ausdorff 襟 阐 ， 
设 记 是 究 间 东 x 的 任意 的 覆盖 .不 失 一 般 性 , 可 以 认为 0 具 
有 形式 二 V。X 歼 -， 我 们 取 点 zxEX， 并 考察 子 空间 zxXYCXx 
了 . 子 淮 闻 zx 了 同 攻 十 空间 Y, 并 且 因 此 是 紫 致 空间 . 所 以 存在 用 


ne) 


限 个 元 素 介 66,2} 49, 它们 覆盖 空间 zxY， 概 定 站 = 站 了 so， 
， B=1 

那么 开 集 {FixWswsm} 内 接 于 覆盖 {0s}， 并 且 和 覆盖 空间 z XY， 
LC 

集合 { 玉 oon}% 加 种 盖 空 间 了 ，[ 焉 ee 一 了。 集 含 {F2} 种 盖 空 
= 

闻 芳 ， 由 于 空间 了 的 紧 敏 性 ， 有 限 族 {75,}?-， 覆盖 空间 六 ， 那 

么 ， 有 限 族 {V5, x Peco Pem, 1<E<n(zn)} 必 盖 守 闻 玉 Xx 

Y， 定 理 6 证 完 , 

注 如 果 空 间 和 和 了 是 度 生 空 间 ,那么 定理 6 的 证 明 可 大 大 
简化 。 实际 上 , 按照 定理 5, 我 们 考察 译 列 {s}，zn= (zs,g)， 因 
为 XX 是 紧 臻 空间， 那么 存在 收复 子 序列 {zuj}， 而 由 于 空间 并 的 

， 紧 臻 性， 从 序列 fg。 中 分 出 收 仇 子 序 列 {fg。, }。 于 是 ， 子 序列 
{znk, } 也 驳 敏 . 


8$3 习 是 


1， 延 山 有 限 个 紧 致 空间 的 并 是 村 致 的 _ 

2 证明: 坷 并 是 非 紧 致 的 度 县 空间 ， 则 在 此 空间 上 存在 连续 而 非 有 界 
的 函数 . 

3， 证 明 紧 玛 竟 度量 空间 有 可 数 个 稠密 的 于 空间 ， 

4 证 明 ; 在 紫 致 的 度量 空 凶 中 ,车 两 个 闭 集 才 和 名 不 相交 , 则 pC4, 有) 
> 
* HG 


§4 函数 的 可 分 离 性 上 的 分 解 

在 这 一 节 中 , 我 们 引出 一 些 定理 , 使 得 在 由 当 弦 的 假定 下 ， 世 
象 一 元 实 变 函 数 那 样 进行 连续 函数 的 分 析 ， 交 早先 已 指出 的 那 
样 ,拓扑 空 间 上 的 连续 隔 数 在 许多 方面 也 象 一 元 实 变 函数 一 样 .两 
个 连续 函数 的 和 了 二 有 乘积 户 Y 以 及 在 9g 志 0 时 的 比 了 9， 它们 部 
所 迷 续 函数 ， 在 凶 村 空间 下 上 的 连续 函数 类 中 可 以 六 极 级 ， 设 
有 函数 序列 名， 蔚 对 任意 se>0, 存 在 这 样 的 指标 入， 使 当 ?> 六 
时 ， 对 任何 点 x2 之 满足 不 每 式 1f on 一 了 C2) | <<e 则 称 六 -均匀 
站 化 于 函数 了 

定理 1 大 拓 补 空间 下 上 的 连续 函数 序列 的 均匀 极限 是 过 
线 函 数 ， 

证 明 设 了 (x) limf, (xz)， 我 们 让 明 函 数 了 是 连续 的 ， 辣 
定数 s>>0 和 点 zoEX。， 那么 可 以 找到 这 样 的 指标 数 na， 使 得 对 任 
何 点 zxE 互 ， 铺 足 不 笃 式 1 人 一 疡 人 1<ey13， 关 为 国 数 廊 迹 续 ， 
则 存在 领域 0(zo0)， 使 当 xzE0(lzo) 时 ， 满 是 不 等 式 |f, (DD) 一 
f(z0) | 之 ef/3， 于 是 ,在 2E0(z0) 上 时 ,有 

[|f (8) —f a0) | < |f (7) —fa G2) | + [fs (z) —f, (eo) | 
十 | (zj 一 了 (en |<e13 十 e/3 十 873= .Be 
定理 1 证 完 . 

1. 户 数 的 可 分 离 性 

鞭 玖 ,是 拓扑 空间 互 中 的 两 个 不 相交 的 闭 集 ,那么 为 了 作 
出 集合 FP 和 F, 的 不 相交 的 侣 域 ,在 完 间 三 上 只 要 作出 这 者 的 过 
续 函 数 了 即 可 : 设 a>b, 

三 aq 当 oER 


1 当 zEP. 
这 时 ， 可 以 选取 区 疗 (e, co)，《 一 co p) (< 式 c<< 全 的 原 象 广 !(1e， 
1 87 


oo)) ,六 !(( 一 oo) 分 别 作为 集合 于 和 本 的 邻 域 ， 在 某 种 意义 
下 其 相反 的 论断 也 是 正确 的 ,这 就 是 ypaicoa 引 者 ， 

定理 2 设 工 是 正规 折 扑 空间 ,Po, Pi 是 两 个 不 相交 的 闭 集 . 
出 存在 连续 函数 大 X->F0, 1], 使 f| Po=0, 了 | 有 二 1 

证 明 ”作出 这 样 的 -系列 开 集 夏 ,， 用 所 有 的 二 进位 有 理 数 7 
(<sr<cD 编 上 号 玛 , 且 满 足下 面 的 条 件 :1) FCC Fo 2) 了 CX\F， 
9) 当 rr 时, TCT 

于 是 ,可 以 护 大漠 集 系 {站 中 ,在 其 中 增加 厂 ,一 六 ,, 这 里 
已 是 满足 0<t<<1 的 任 总 实数 ， 开 集 系 {站 ,} 满 足 同 样 的 条 件 : 到， 
CPT, 当 4< 太 哮 成 立 ， 实际 上 , 取 有 理 数 77 ,使 4<cr<r<t， 
担 到 工 ,CT,, uCTo， 于 是 记忆 ,CTwCTw， 现 在 作 连 续 
函数 XX>[0,1]， 假 定 f(2) 一 supfttx 站 ,}， 我 们 证 明 f 是 连 
续 芍 数 ， 固 定 一 点 so。 和 e 半 0, 设 io=f (xo)， 由 孙 数 下 的 定义 : 2 
帮 ow XoE 站 042y， 我 们 演 察 点 20 的 邻 域 U U0 
开 46- wn， 于是, 营 8EV， 则 ys 下 woroyw19E 0- iw， 根 据 函 数 
fF 的 定义 ,满足 不 等 式 ; 昌 -e 2<f 有 (< 如 十 812, 即 (zo) 一 9) | 
<<e。 于 是 , 重 数 了 是 连续 的 . 

为 完成 定理 2 的 证 明 ,竹下 的 是 作出 满足 条 件 DD,2)，3) 的 开 
集 系 忆 ， 用 空间 式 的 正规 性 , 对 任何 闲 集 王 和 它 的 邻 域 了 ，FC 
忆 在 在 另外 的 开 集 记 使 FPCEFCFCD， 为 简便 起 见 ， 若 FFCPFC 
UU, 就 写 为 FEED. 上 是 ,而 丽 CXNPF 可 写 为 mERNP， 因 此 ， 
可 找到 开 集 Fo 使 FE 站 于 天 \FI，。 类 似 地 ， 可 找到 开 集 站 ,使 
ETE 夏 EX\FI， 假 设 对 所 有 的 一 进 分 数 ?==p/2"，0<9 所 
2", 尼 作出 了 开 集 夏 ,， 和 开车 wpyswy 宇 站 pr"y， 那 么 可 定义 集 
EE 
串 作 出 所 有 的 开 集 系 { 厂 小， 车 xEF6, 则 了 (zx) =0, 而 车 ze， 则 
+ 83 .9 


ja = 1 这样, 便 证 明了 定理 2. 

身 定理 2 可 以 簿 到 下 而 的 重要 定理 . 

定理 3 设 四 是 正规 折 扩 室 间 ,PCX 是 阅 集 ， fF->R' 是 
太 上 的 过 纺 耳 数 ， 那 么 函数 可 延 打 为 观 个 室 间 六 上 的 连续 肌 
数 9:X->R!， 若 吹 数 是 有 界 的 ,|(z) | <4， 则 9 也 有 界 ,并 可 
取 同 样 的 常数 为 界 :19(z) | 所 4 

证 明 首先 假设 了 有 界 ,|f(w)| <<4， 变 s(x) -了 Ca) 并 考 罕 
两 个 闲 子 集 ho=fipe(z) 之 一 4/83]， 本 ={z:polz) 之 413}， 因 
为 集合 岂 和 局 不 相交 , 所 以 按照 定理 2， 存在 连续 况 数 加:4 一 
[一 4/3, 413] ,在 集合 向 上 等 于 一 413, 在 集合 py 上 等 于 413. 换 
多 话说，|fo(2) <413,4EX，|go() 一 (| 所 24/3， 设 1 
gpo(w) 一 所 (9). 则 基数 w 在 集合 上 界 ,以 常数 24/3 为 界 ,所 
以 ,重复 整个 过 程 , 可 以 作出 两 个 不 相交 的 闲 集 :44= frspi(z) 所 
一 24/9)}， Bu {2:91() 庆 24[9)， 并 共有 连续 的 数 乒 :>[ 一 24 
/9,2419], 它 在 集合 由 上 等 于 一 24/9， 在 集 介 已 上 等 于 2419. 
换 你 话说, |f(z) | 所 扫 " 言 41 pi() 一 所 (5)]<44/9， 重 复 所 并 


出 的 过 程 无 限 次 ,我 们 作出 了 瑞 个 函数 序列 : f6: 一 Ri，p, :> 
民 !, 满 足下 面 的 条 件 1 ps tf8) 二 pn (x) 一 fr (+) 


1 他) 争 0) 
[p(n) 1<(4) 4. (2) 
还 有 , 当 sEP 时 ， 


f (7) = pe) 一 有 (2 + pi(r) ee 
人 + fC) + tf (sD) + par Ct), 


由 于 不 锁 走 (1), 级 数 祥 ?futz) 在 整个 空间 天 上 均匀 收 敏 ， 按 昭 
一 


9 有 9 


证 理 1. 9(a) 一 袜 记 人 是 连续 力 数 ， 且 3SP 时 ,9(z) = 了 Ge)， 由 
于 不 等 式 (1); 
~ ff2Y .4 
nD hEDE) 4 
对 为 有 办 半数 的 情形 定理 ;证 完 . 

对 一般 前 情形 ， 我 们 考察 同 腺 : Ri- (一 1 D， 则 复合 好: 
->( 一 1) 咏 沫 续 有 界 炒 数 ,对 有 界 函 数 有 应 用 定理 3 ,作出 连 
续 隔 数 9: 下 >[ 一 1, 了 它 是 将 阴 数 好 延 丘 而 得 汉 的 函数 ， 函 数 
枪 与 集合 王 不 相安 的 基 人 闲 环 上 取 到 信 士 I 按照 定理 2 ,看 
在 迄 续 卫 数 总 :>[0,1], 它 在 集合 天上 等 于 1， 而 在 集合 上 
等 于 09， 大 而 网 族 glz) = 疡 (5)g(z),zEX 与 函数 夺 在 集合 上 
尝 企 相同， 并且 术 坡 信 填 1， 王 是 ,函数 丘 喘 射 空间 下 到 区 
间 (一 1,1D， 最 后 ， 设 多 (2) 二.(X)， 则 当 2SF 时 ，9s(2) 一 
hg 二 (x 二 了 (xY)、 定 理 3 完 人 得 证 . 


2. 1 的 分 解 


ff 为 拓 注 空间 区 上 的 连续 函数 ， 称 由 使 f(x) 关 0 的 2EX 组 
成 的 点 集 的 只 包 为 了 的 支 集 ， 谓 数 的 支 集 用 suppf 表示 . 于 
是 在 支 集 和 外面， 度数 f 鲁 竺 于 0， 拓扑 学 中 一 个 有 名 的 方法 是 把 
函数 分 解 为 这 样 的 称 ， 使 其 每 一 个 被 加 项 有 足够 小 的 支 集 . 

定理 4 设 夸 是 正规 空间 ，{Zs} 是 有 限于 缆 凌 . 则 存在 图 数 
gs: >RR',0<7p,(x) 志 1, 合 1suppp. CVs2° Spel) =1, 


定理 4 中 所 指出 的 本 数 系 {9} 称 为 附 民 于 覆盖 LU,} 的 1 的 分 
解 ， 同 时 , 可 以 不 假设 有 限 得 盖 , 而 只 假设 每 一 点 # 上 共有 仅 与 有 限 
个 支 集 supp a 相 炎 的 邻 域 OC7)，-- 般 ， 拓 村 空间 饼 的 院 作 系 


90 > 


{4. 车 对 任意 点 rz 有 邻 域 0(z)， 它 仅 与 有 限 个 集合 由 有 非 空 
的 交 , 则 称 {4.} 为 局 部 有 限 系 . 

例 实 直 线 RR! 用 区 间 ( 一 n,m) 来 覆盖 , 这 杆 盖 不 是 局 部 有 限 
的 。 而 用 区 间 (om 一 2) 来 性 盖 ,这 瑞 盖 是 局 部 有 限 的 ， 

于 是 ,车 连 续 冰 数 ge 的 支 集 系 {Suppe,} 丰 局 部 有 限 的 , 风 在 
每 一 点 zEX， 仅 有 有 限 个 函数 w。 不 等 于 0， 所 以 和 w( 妇 一 
和 psn) 在 每 一 点 ze 都 有 恰当 的 定义 . 所 得 到 的 函数 晤 连续 的 ， 
实际 上 ， 只 要 在 然 一 点 < 的 基 个 邻 成 中 独立 地 验证 函数 连续 的 条 
锌 就 足够 了 . 因为 系 {supp wp} 是 局 部 有 限 的 ,所 以 存在 邻 瑾 O(z)， 
在 此 邻 域 中 仅 有 有 限 个 阔 数 ps，…,py 不 等 于 0. 于 是 在 邻 域 
Oz) 中 , 通 数 m 的 定义 中 的 无 穷 和 ,实质 上 是 有 限 项 的 和 , 即 9 (的 


Ea 
一 Ya,( 引 ,YEO(7Y)， 所 以 函数 在 XX 的 每 一 点 *EX 是 述 续 的 . 
=1l 


定理 4 的 证 明 考察 有 限 覆 盖 {U。}， 根 据 §2 的 定理 7， 可 
以 找到 更 细 的 覆盖 {VF。}， 并 且 P.CV。。 按照 定 理 3， 存在 空间 总 
土 的 连续 函数 $。, 满 趾 条件: | 有 一 1 $s (CX\D6)=0,0<Ya(r) 
和 1， 这 就 是 说 ,snpp ysCZe， 且 当 YET。 时 ,ya(z)>>0， 设 贡 (z? 


222。 (9， 函 数 攻 是 连 续 的 ， 我 们 指出 在 每 一 点 zE 和 ， 东 人 ) 
>>0， 实 际 上 , 因为 系 {Fdj 效 盖 空 间 瑟 ， 所 以 有 庆 伴 的 指标 m, 使 
zc 有 和 人 (>>0， 于 是 节 (2)= 忆 和 (gm 人 >0， 最 后 
令 8e(z) = Yaz) fy Ce) 
SUPP pa‘SUPP Pe CU OEPalt) 1, 
并 且 
oe 0) = 34 他 GD = (BED) /Yr) = pe) $C) =1. 


» DI 


定理 4 证 完 , 

注 定理 4 可 推广 到 局 部 有 限 开 覆盖 的 情形 ， 为 此 ， 只 要 把 
$ 2 的 定理 :7 推广 到 局 部 有 限 的 群 盖 情 形 即 可 ， 车 空间 是 紧 到 
的 ,那么 总 能 限于 有 限 徐 姜 ， 对 首 紧 至 空间 的 情形 , 本质 上 常 是 无 
限 覆 萃 ,但 仍然 领 作 晶 1 的 分 解 ， 所 以 , 在 给 出 的 覆盖 (U,} 中 ， 能 
成 功 地 作出 局 部 有 限 的 内 接 覆盖 ， 那 么 也 可 作出 1 的 分 解 ， 我 们 
叙述 结论 而 不 加 证 明 . 

证 CR" 起 欧 氏 空间 级 任何 子 红 间 ， fo 它 的 开 ( 不 必 是 


84 习 是 
1。 证明; 洪 芯 是 欧 氏 冠 同 R* 时 ， 则 在 定理 2 中 可 要 求 国 数 是 光滑 


2& 证 角 : 在 三 一品" 轩 , 刚 在 定理 上 中 可 以 要 求 半数 p。 是 光 温 的 。 
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第 三 章 ”光滑 流 形 ?(-- 般 理论 ) 


引 证 

在 第 一 章 中 ， 已 经 用 不 同 的 例子 说 明了 描述 点 在 空间 位 置 的 
华 标 系 是 研究 几何 对 象 的 主要 工具 ， 借 助 于 坐标 系 就 可 以 利用 微 
积分 的 方法 来 解决 许多 问题 ， 所 以 在 几何 中 分 出 独立 的 一 章 米 研 
究 这 样 的 空间 ,这 种 空间 允许 有 象 可 徽 函 数 或 光滑 函数 ,微分 运算 
以 及 积分 运算 这 样 的 概念 . 

考察 上 几 个 这 种 空间 的 例子 是 有 益 的 . 

例 1 考察 平面 ( 即 二 维 欧 氏 空间 卫 2 上 单位 半径 的 圆周 3 
为 了 借助 于 坐标 系 来 描述 圆 局 的 点 ， 我 们 把 它 作 为 满足 方程 的 点 
的 集合 来 给 出 : 


2 十 扫 一 1， 《13 
鞭 中 (zz 凡是 平面 上 点 的 笛 卡 儿 坐 标 ， 于 是 ,每 一 点 PES 由 数 对 
一 一 第 卡 玉 坐标 + 和 8 唯一 地 给 出 但 是 对 圆周 上 的 点 ， 给 出 % 
和 ? 两 个 坐标 是 多 余 的 . 车 我 们 已 经 知道 点 卫 的 举 标 x, 那么 第 二 
个 举 标 y 可 由 方程 (1) 得 到 ;¥ 土 VI 一 空 ， 即 第 二 个 坐标 ?从 第 
一 个 坐标 z 唯 -地 (可 相差 一 个 符合 ) 得 到 . 并 且 , 若 点 Po= (zo, go0) 
的 位 置 不 在 机 和 轴 上 ， 即 匆 关 0， 那 么 可 找到 点 Po 的 足够 小 的 邻 域 
也 ,使 对 一 切 的 点 PED， 其 # 坐标 符号 的 选择 唯一 地 由 点 P 的 纵 
标的 符号 所 确定 ， 在 基 种 意义 下 , 我 们 可 以 说 , 顺 周 总 上 的 点 
可 外 一 个 参数 摘 述 ， 这 参数 就 是 它 的 第 一 个 笛 卡 儿 坐 标 x。 更 确 
场地 说 , 仅仅 可 以 断定 ,在 上 半 图 周 中 的 点 , 即 注 足 不 等 式 y>9 的 


外 由 微 分 流 形 -一 至 法 ， 
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让 ,唯一 地 由 一 个 参数 2 给 出 , 类 似 地 , 在 下 半 贺 周 中 的 点 ,和 满足 
不 竺 过 8<<0 的 点 ， 也 唯一 地 由 一 个 参数 z 给 出 。 无 论 是 上 半圆 
周 , 夺 是 下 半圆 周 ,参数 > 的 变化 范围 是 同一 个 ， 这 就 是 实 销 上 的 
区 闻 ( 一 1, 1), 如 果 我 们 希望 用 类 似 方式 以 参数 来 描述 包括 剩 下 的 
但 则 "点 Po 一 《1,0),P1 一 (一 1, 0) 在 内 的 回 周 上 的 点 ,那么 交换 坐 
处 和 的 地 位 ， 并 从 方程 (1) 用 坐标 y 来 表示 毕 标 ?就 可 以 了 ， 
要 问 , 直接 以 某 个 参数 值 唯一 地 给 出 贺 周 上 所 有 的 点 , 这 样 进 
行 加 周 人 上 的 点 的 参数 化 不 行 吗 ?对 这 个 问题 的 答案 ， 景 接近 了 
理想 的 方案 是 取 和 角 参 数 p,q 是 楼 轴 与 末端 在 了 点 的 向 名 之 间 的 
角 . 但 是 角 参 数 的 确定 不 是 礁 一 的 ， 如 果 我 们 限制 角 p 的 值 子 
革 个 区 间 上 ,比方 说 0<w<2r， 那 么 将 点 PES' 与 角 参 数值 9 相 
对 应 的 这 个 函数 在 点 Po= (1,0) 将 发 生 间断 . 
是， 可 以 作出 下 面 的 结论 ， 在 圆周 81( 象 在 拓扑 空间 上 一 
样 ). 上 不 窑 在 这 样 的 连 线 函数 , 它 的 值 可 唯一 地 确定 贺 周 的 点 . 
例 2 作为 第 二 个 例子 , 我 们 考察 三 维 欧 氏 空间 中 由 方程 
人 十 护 十 z? 二 1 (2) 


H 


给 出 的 二 维 球 5*, 

与 圆周 的 情形 一 样 ,对 球面 8? 的 点 , 给 出 所 有 的 三 个 笠 卡 儿 
华 标 {2,9 是 凶 余 的 ;因为 ,比方 说 ,可 以 用 前 两 个 坐标 玉 表 示 坐 
标 z: z= 土 ~MI 一 zw 六， 很 显然 ， 在 上 半球 面 (类 似 地 , 在 下 半球 
面 ) 虚 卫 的 坐标 < 唯一 地 用 前 两 个 坐标 x 和 3? 表示 ， 

可 以 表明 ， 在 二 维 球面 中 的 情形 也 不 可 能 找到 两 个 连续 函 
数 ， 按 照 此 两 攀 数 的 值 唯一 地 确定 球面 上 的 点 P. 

我 们 所 考察 的 例子 指出 ， 仅 有 一 条 出 路 一 帮 寿 对 所 考 罕 空 
间 的 所 有 癌 构 造 统 一 上 坐标 系 的 企图 ， 而 是 对 于 空间 的 不 同 部 分 由 
它 自己 的 众 标 系 就 算 满足 了 ， 这 个 构造 的 严格 描述 就 在 几何 上 引 
出 专门 的 谢 形 的 概念 ， 
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§1 流 形 的 概念 

1， 基 本 的 定义 

车 度量 空间 对 的 每 一 点 P 都 包含 在 同 胚 于 欧 氏 空间 Re 某 
一 区 域 了 的 邻 域 VCW 中 , 则 称 为 4 维 流 形 ( 或 简称 为 流 
形 )， 这 个 条 件 简 略 地 用 下 面 的 方式 来 叙述 维 流 形 M 局 部 地 
与 欧 氏 空间 Re" 的 区 域 同 目 ， 并 且说 流 形 M 的 维 数 等 于 w 或 
dim M = ma。 于 是 ,车 于 是 维 流 形 ， 那 么 在 空间 政 中 可 以 指出 
开 集 系 {D], 它 以 指标 诗 的 某 个 集合 (有 限 集 或 无 限 集 ) 编号 , 和 集 
合 Vi 到 区 域 的 同 县 P10i>V;CR"， 并 且 开 集 系 {0,} 应 该 用 
蕾 空间 对 : 履 = (一 般 地 说 ,区 域 V 之 间 可 以 相交 . 


假设 在 欧 氏 空间 ER" 中 建立 了 某 个 笛 卡 儿 坐 标 系 (z5 rz) 。 
那么 ,对 所 有 的 点 PEV;， 点 1(P)EVs 的 第 卡 儿 沧 标 可 用 来 使 点 
参数 化 ， 所 以 同 凸 mw; 称 为 坐标 同 耳 ， 点 p; (的 笛 卡 玫 坐 标 
人 z5 09) 称 为 点 PSU; 的 局 部 坐标 ， 并 写 为 2+ 一 x*(P) 人 ,==1， 
…a8， 在 开 集 gr 上 给 出 药力 数组 :' 二 x*(P) 称 为 局 部 坐标 票 , 开 
集 和 在 VV. 上 建立 的 局 部 坐 棕 系 一 起 称 为 流 形 兴 的 坐标 图 ,或 
简称 为 图 ， 于 是 ,图 就 是 一 对 (05, gi) ,并 且 为 简便 起 见 , 常常 仅 用 
第 一 个 记号 Zr 表示 它 ， 图 的 全 体 {0 沾 覆盖 了 整个 流 形 了 M，{D;} 
称 为 图 册 ， 点 PEM 的 局 部 坐标 编 上 补充 的 指标 , 即 图 编 上 自己 的 
号 码 , Vs: 叶 三 对 (P)， 这 样 天 示 是 方便 的 ， 因 为 点 也 可 能 同时 属 
也 几 个 图 者, 所 以 它 具 有 几 组 局 部 坐标 . 

我 们 考察 访 形 的 最 简单 的 例子 


倍 ” 严 烙 地 说 , 在 欧 氏 空间 RR' 中 的 管 卡 儿 刻 标 (20 …， 可 ? 基 定 交 在 屎 "上 的 线 尾 
博 数 :市 使 向 已 5R* 与 它 的 举 标 组 (x 人 (有,…, zx"( 丰 )) 对 应 ， 确 定 了 有 R" 到 扒 线 性 算 
术 祈 闻 的 疾 射 ， 所 以 写作 zt 一 wt (P) 一 aCgr(P)) 较 好 ， 莫 不 引起 误解 的 话 , 为 凋 
便 碟 网 ,我 们 就 省 略 掉 记号 gi。 
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例 1 在 本 章 引 言 中 我 们 考察 了 由 方程 x: 十 六 =1 给 出 的 加 
周 今 :C 县 :， 我 们 用 下 面 门 个 图 组 威 的 图 期 来 镍 盖 5'{ 图 1,2); 
Di={(, DES: YS0, Vo={(%, PERS0), 
a={(0, DES!:s>0), C={{r, WEN:z<0). 
它们 对 应 鸣 区 域 已, FP, Pa 在 天 直线 下 上 是 一 致 的 , 并 且 委 于 
地 区 间 ( 一 2 芒 ， 我 们 构造 同上 是 ¥ 和 ps 作为 圆周 在 贷 轴 上 的 投 
影 ; pi1(2, 办 三 pe(#, 拉 二 x#， 而 同 胚 89，94 是 在 执 轴 上 的 投影 : 
a(z, 执 二 4(z, 拉 =， 为 证 明 绒 射 gqs(E=1,…s 引 是 辣 县 ,内 要 
把 凶 映 射 写 为 显 式 的 形式 即 可 ; 
PI 2) = (x VI ) EES, pil = (rt, —MI—) ES!, 
PD (MIF)ESS, pi = (VI, Es! 


从 耐 相 迟 , 逆 映 射 是 连续 的 。 那 么 ,在 圆周 上 得 到 了 四 个 局 部 从 标 
系 ， 共 每 一 个 坐标 系 都 由 一 个 坐 祭 组 成 : zi 一 oi (x, 纹 二 zf， 2 一 
人骨 一 2 二 8 (2 扫 二 护 24 二 2i(2 扩 一 包 某 些 点 都 具备 两 个 
局 部 坐标 系 ， 例 如， 对 交 下 丙 中 的 点 正确 定 了 坐标 六 ( 百 和 
xstP) (图 3)， 在 加 同上 还 有 其 他 为 法 以 引进 交 册 ， 在 第 一 党 中 ， 
我 们 考察 了 平 画 上 的 极 誉 标 《7, wp)， 在 极 坐 际 下 ， 俩 周 的 为 程 具 
有 简单 的 形式 ; +=1， 严 格 地 说 ,平面 上 的 极 坐 标 不 是 坐标 系 
‘参看 第 1 章 ), 所 以 在 圆周 5S! 上 , 我们 引进 两 个 图 表 ; 0 = 【zy 护 
有 


图 3 好 


ES8115 天 一 ]) Us={(r, PES 
关 1} (图 和 假设 pCP) = p(x， 
绥 等 王 角 四 的 值 PE( 一 m，z)， 
而 pz(P) = 一 9i(zs 六) 等 于 角 史 的 
值 : weE(0,2x); 即 Vi= (一 zx) 
Vs 二 (0,2x)， 很 明 蚜 , 对 上 半 兽 
岂 的 点 局 部 坐标 91CP) 和 azGP) 
是 一 致 的 ， 并 是 对 下 半圆 周 的 点 
局 部 坐标 是 不 一 狐 的 , 即 当 3>0 
时 ,giz 扩 二 a(x, DD; 当 yO 
肝 , gi (8% 四 二 Pa (x， 失 一 27 (图 
5). 
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例 2 在 例 1 中 考察 的 贺 周 9 已 是 十 分 复杂 汐 流 形 了 ， 最 
简单 的 例子 是 欧 氏 空 间 RE" 本 身 . 图 册 可 以 仅 由 一 个 图 VU=R" 
LE 


组 成 坐标 同 目 8 是 恒 等 耻 射 p:D >T 三 刁 ” 局 六 促 宗 系 是 及 "中 
点 的 备 东 所 浅 标 类 但 地 ,人 在 梧 区域 VC 玉 " 是 维 旋 形 ， 其 图 时 
也 是 由 一 个 具有 币 卡 儿 化 标 系 的 图 组 成 . 
例 3 并 扰民 一 及 ! 为 连续 函数 , 且 站 / 忆 有 R'*'' 是 它 的 图 形 ， 
即 形 如 (2 8 二 f(z，…,z 人 的 点 的 集合 。 空 间隔， 
是 具有 由 一 个 图 = 六 组 成 的 图 册 的 # 维 统 形 、 坐 标 同 胚 9: 7 一 
= RR?" 定义 为 沿 着 最 后 一 个 坐标 的 投影 : 9 (0 oa 二 
(rz0DER"， 那么 车 喘 身 w 由 公式 罗 (zz 二 (7 
7) 给 出 ,并 且 很 明显 ,十 连 续 有 映射 
例 4 泛 察 R”'! 中 满足 方程 tw)? 十 (x 十 … 十 (27? 二 1 
的 点 集 ， 它 是 半径 为 1 的 4 维 球面 8"， 我 们 证 明 ，z 维 球面 大 
维 流 形 ， 取 开 集 
Ut={ ,2 2 ES 0}, 
Ur={ (0 09, 2 ES" si <0} 
作为 图 由. 总共 获得 28 十 2 个 开 集 , 它们 用 盖 了 丈 个 球面 5*.。 实 
际 .车 对 所 有 的 指标 记 点 己 = (z5 230) 语 不 属于 图 下， 也 
不 属于 图 万, 那么 这 时 无 论 是 不 等 式 ?4<0, 还 是 不 等 式 站 关 0 都 
被 满足 , 即 z1=0, i 二 1,…,8 十 1， 于 是 (z92 十 … 十 CD2=0, 即 
点 不 在 球面 5" 上 ， 吾 标 同 脏 p;# 和 gr 定义 为 欧 氏 空间 县” 
到 有 &" 哲 着 坐标 x' 的 投影 ， 那 么 区 域 内 与 Vi 相互 重合 ,并 且 等 
二 单位 半径 的 球 ,而 坐标 同 睹 由 公式 
人 
一 zl, oy x ttl, CR zt ER 
给 出 ， 道 同 凸 由 公式 : 
Cp CF) 一 


gr, a yy ER"™!, 
PO = MI 


gg. 


y+ 的 “7) ER™: 1 

定义 ,并 且 很 明显 是 连续 的 . 

例 5 我 们 考察 射影 平面 及 P+， 我 们 把 它 表示 为 这 样 的 空 
间 , BR? 中 过 沦 标 原点 的 所 有 直线 被 宣布 为 空间 中 的 点 ， 我 们 定义 
两 直线 闻 的 了 虐 离 为 它们 之 间 的 较 小 的 角 . 于 是 及 已 变 成 度量 空 
闻 . 我 们 证 明 ， 县 P! 是 2 维 的 浇 形 ， 为 此 ， 给 每 一 直线 PERP? 
以 三 个 齐 次 促 标 (z: 天 2 (CAz:Ay:4z) (4 二 0) 表 示 同 一 直线 PE 
瑟 忆 5) 是 方便 的 。 齐 次 坐标 不 同时 为 0， 即 刀 十 久 二 2 0 我 们 
与 三 个 贸 来 覆盖 RP?; 太一 人 (的 27 天 De 一 fx3g32) 3 天 
人 ,03 王 {2:2) :2 关中 ， 设 全 二 Vo=V3 二 县 :， 取 下 面 的 映射 作 
为 能 标 同 须 : gx: U0-> Vs = RR? pi (Fi 92) -C9 /v272), aly:y:2) 

《T9135)， 于 是 作 几 了 三 个 局 部 华 

标 系 ; 

Tg, tI ra/ ry rr/y, r=2/y; ry =r/z, r=y/z, 
区 验证 映射 Pp; 是 同 胚 ,作出 小 晓 射 : 

Pi ri rt) = wi:et), oi vl, vw) = (rl 1 ge) 

Pa (vl, z= (4x1), 

并 且 人 确信 它们 臣 连 续 的 ， 

我 们 考 峰 过 的 例子 表明 了 在 同一 个 流 形 型 上 可 以 建立 不 同 
的 名山 。 基 至 苦 保 留 作 为 开 集 药 图 不 变 ， 还 可 以 用 选择 另外 坐标 
同 翘 的 方法 来 改变 图 中 的 局 部 坐标 系 .。 特别 ,有 下 面 的 引 理 1. 

引 理 1 设 开 是 * 维 流 形 ， 忆 是 它 的 某 个 钾 , 有 此 有 誉 标 周 是 
多 和 局 部 坐标 系 4z5 px， 车 CT 是 的 开 子 集 , 则 在 VU" 上 
也 能 定义 坐标 同 胜 9 和 局 部 华 标 他,…;8)， 页 且 对 EDU， 
有 (P)}= PP), (PP) 一 ze 人) 

证 骨 ” 虫 王 同 须 :DZ 大同 及 地 贞 射 年 何 开 子 集 福 Cz 由 
比 可 得 中 理 1， 扬 以 最 同 且 罗 在 子 集 上 的 限制 作 为 四 ， 而 取 
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坐 祭 轴 数 在 同一 个 子 集 广 上 的 限制 作为 护 即 可 ， 

引 理 工 指出 , 由 给 定 的 图 册 {Z}， 可 以 作出 新 的 更 细 的 图 册 . 
另 一 方面 ,车 给 出 两 个 图 册 {V,} 和 {Vy}， 那 么 这 两 个 图 册 的 并 仍 
龙 流 形 的 图 册 . 所 以 存在 由 给 定 洲 形 的 所 有 图 组 成 的 最 大 图 册 . 
最 大 图 册 可 以 看 作 流 形 上 所 有 图 册 的 并 . 

下 面 的 引 理 2 在 以 后 是 有 用 的 . 

引 理 2 设 {04}, {UV 是 流 形 型 上 的 两 个 图 其。 则 存在 第 三 
个 图 册 , 它 将 记 中 和 {Z3) 两 者 都 分 细 ， 

为 证 明 此 引 惠 , 候 设 下 ,一 DV 站 UI， 根据 引 理 1, 在 每 一 个 开 
集 柬 5 上 可 以 引进 局 部 坐标 系 ， 另 一 方面 全 CVs WiCU5, 并 
且 集 仓 系 { 歼 , 妖 材 盖 访 形 好 这 就 是 说 : 系 { 环 ;} 是 第 三 个 图 山 ， 
它 将 两 个 图 天 {0;} 和 {0} 都 分 细 . 


2， 举 标 变换 蚂 数 ” 光 潮 流 形 的 定义 


从 任意 度量 空间 (或 一 般 情形 ， 拓 拓 空 间 ) 中 分 出 流 形 来 是 非 
党 有益 的 .例如 ,定义 在 3 维 流 形 时 上 各 个 连 线 函数 二 R'， 
在 每 一 点 PEM 的 令 域 中 可 以 与 # 个 实 的 独立 变数 (x!,…,2) 的 
通常 的 实 连 续 范 数 天 (45 3 等同， 而 且 函 数 为 是 在 欧 氏 空间 
RR" 的 某 个 区 域 中 定义 的 ， 事 实 土 , 设 忌 是 包含 旧 呈 的 图 , p:D 一 
VCR" 是 它 的 坐标 同 胚 , (2'(P),…,2*(P)) 是 图 5 中 的 局 部 坐标 
系 ， 若 于 = (zl，*…,z 四 是 具有 出 标 (x!，…,z 仆 的 向 量 ， 那么 我 们 就 
令 hz 2) 二 fp"1( 引 )， 相 反 地 ,车 如是 存 区 域 VCR* 中 给 
出 的 # 个 实 变数 的 连续 函数 ， 那 么 定义 在 流 形 型 的 开 集 已 中 的 
连续 函数 太一 (xz5(P) wz"(P) 与 它 相 对 应 。 

更 一 般 的 情形 号 , 设 下 村 ,一 开 ; 是 4 维 流 形 好 到 详 维 流 形 
形 * 中 的 连续 上 映射。 开设 80 了 (PD) ,PoEM1，QoEMs，。 于 是 在 森 
个 很 小 的 邻 域 03Po 中 ， 映 射 可 以 与 4 个 自 变 最 的 连续 的 向量 卫 
“08 


数 上 等同， 事实 上 , 设 V'39o 是 流 形 MM; 的 某 个 图 ， (85 9) 是 
局 部 坐标 系 ， 因 为 映射 了 是 连续 的 ， 质 以 根据 引 理 工 可 以 找到 点 
PP 的 邻 域 0, 使 7(D) CU 设 (21,…,z") 是 图 UU 中 的 局 部 毕 标 系 : 
因为 图 如 的 点 了 与 它 的 坐标 组 (1P) of)) 一 一 对 应 ,而 碎 
的 点 号 与 它 的 坐标 组 ( 久 (@，… 针 ( 全 ) 一 一 对 应 , 所 以 等 式 旭 = 
了 (了) 表示 
0) =P(FP)) = he (PY, oo, (CP))) 
= (P),., #" (P)), 
函数 { 如 (zx5 sy 29]} 是 连续 函数， 它们 在 图 忌 中 唯一 确定 映射 了 
于 是 ,在 流 形 对 上 的 经 一 个 达 续 函数 {， 在 局 部 坐标 系 中 可 
汇 示 为 n 个 自 变 最 的 实 导 函数， 若 我 们 变换 局 部 坐标 系 ， 邦 么 
晴 数 刻 也 改变 ， 要 问 ,在 众 标 变换 下 , 函数 及 按 什么 规律 变化 ? 设 
(是 两 个 局 部 举 标 系 ， 不 类 一 般 性 ， 可 以 认 
为 两 个 局 部 坐标 系 定义 在 一 个 图 中。 设 记 和 如 分 别 是 礁 标 
《zl 下 和 (9 ,97) 的 敬 数 ,它们 都 表示 函数 J， 于 是 
FP) 一 有 (GLKPD oP)) = YP yp) (1) 
因为 坐标 所 扰 也 是 图 到 中 的 一 些 连 续 国 数 , 所 以 它们 也 表示 
为 n 个 独立 变量 (zx,…,z) 的 函数 , 即 
¥ (P) = (2 (P) ,ee 0" (P)), 


TT (2) 
"CP) = (8 CP), «0, 0° CP)). 

在 这 些 公式 中 ,无 论 是 点 了 的 华 标 ,或 是 它 作 为 变量 (xz',*…,2”) 的 
函数 的 表达 式 六 = 六 (2! ,x")， 我 们 都 试图 用 癌 -种 记 娃 护 来 
表示 . 于 是 由 公式 (1) 我 们 得 到 恒等式 : 

RT, os Ho) CY Es Es Es (3) 
在 关系 式 (2) 右 边 部 分 的 陪 数 拓 一 天 (zz 当代 合 吕 是 网 氏 
空间 中 的 区 域 时 ， 第 一 章 中 已 称 为 弘 标 变换 函数 .我们 对 尝 形 的 
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久 形 仍 保留 这 个 术语 

定义 1 设 4 是 * 维 流 形 , {U0} 是 它 的 图 册 ,9; 是 佬 标 同 胚 ， 
{ 打 是 一 组 局 部 坐标 系 .在 两 个 图 的 每 一 个 交 Do=Znz 中 ， 
定义 了 两 个 局 部 坐标 系 {8} } 和 {29}， 而 且 4} (P) 一 村 (sj (P) 
好 CP))， PSV， 消 数 呈 二 对 (sj，…s zc 站 称 为 坐标 变换 函数 或 称 
为 把 举 标 {zt ) 变 为 骨 标 { 季 的 转换 函数 ， 

坐标 变换 函数 不 是 定义 在 加 个 区 域 了 ; 中 , 而 是 定义 在 它 的 某 
一 部 分 Fy=p;(U 坟 中 凡是 说 及 两 个 坐标 系 是 有 意义 的 地 方 ， 

为 方便 起 见 , 在 图 6 中, 欧 氏 空间 的 区 域 V, 和 yy 是 作为 不 相 
交 的 集合 画 出 的 . : 


坐标 变换 函数 引 一 全 (zz 和 实现 本 王 " 中 的 区 域 Pi 到 

区 域 V1; 的 联 列 映射 
t= {zi (ey, £0)} = {rt (FD)) = CB) 
=PiPI! (7) = ($7), (4) 

公式 (4 给 出 的 映射 peie>Fo， 正好 是 转换 函数 的 另外 表示 
法 ,也是 区 域 Fi 到 区 域 P, 上 的 同 胚 . 

注意 ,着 = 六 则 Do =Do PTFo 而 革 ( 人 23) 三 
zj， 现 在 同 到 定义 在 % 继 流 形 六 上 的 连续 函数 的 表示 上 来 ， 即 
“03， 


把 了 表示 为 仿 贺 于 全 自 变 量 ( 流 形 的 虑 的 局 部 坐标 ) 的 讽 数 天 
由 数学 分 析 教 程 中 知道 ， 研 究 更 窗 的 一 类 国 数 一 - 可 微 函 数 是 有 
用 的 .我 们 把 这 个 重要 的 概念 移 到 在 流 形 上 给 定 的 函数 上 来 .者 
函数 下 ?5 …; 2 是 违 续 可 微 的 硒 数 , 那 末 , 我 们 不 能 说 ,在 另 一 个 
局 部 坐标 系 (g:5，…'…， 护 ) 中 表示 同一 函数 了 的 表 教 天 (后 …， 扩 ) 也 
是 连续 可 微 的 函数 ， 事 实 上 , 函数 和 由 关系 式 (3) 机 联系 . 因 
此 ， 为 使 外 数 入 也 是 连续 可 微 的， 要 求 坐标 变换 国 数 4*= 民 
(5 5 是 连续 可 微 的 就 足够 了 ， 车 坐标 变换 函数 布 是 连续 可 
微 的 函数 , 那么 存在 函数 了, 它 在 坐标 (z',"…，4") 下 的 表示 式 是 
连续 可 微 的 前 数 , 而 它 在 坐标 (P，…,9") 下 的 表示 式 及 将 不 满足 
这 个 条 件 。 我们 取 函 数 f(P) ==x*(P), PEUC MM, 作 为 函数 后 的 例 
子 ， 此 时 (zz") 三 zt 和 殷 明显 ， 这 是 连续 可 微 的 函数 ， 但 是 
于 (的 的) 一 zyg) 马 不 具有 这 个 性 质 ， 

于 是 我 们 得 出 下 面 的 定义 . 

定义 2 am 维 流 形 六 ,其 图 其 信 } 的 局 部 坐标 系 {z 站 满足 条 
件 ， 对 任何 一 对 图 U1,V;, 坐标 变换 函数 5? 一 zx},…, 2 加 在 它 
们 的 整个 定义 区 域 中 是 连续 可 微 的 函数 ， 则 称 流 形 玫 是 3 维 光 

光滑 瀛 形 的 定 广 给 出 从 澳 形 开 上 的 所 有 了 丽 数 中 分 出 一 类 连续 
可 微 汞 数 的 可 能 性 ， 

定义 3 定义 在 光滑 流 形 开 上 的 函数 ff 一 及 2， 芳 在 任何 局 
部 坐标 系 (2 2 (图 V3Po 属于 所 建 空 的 图 央 中 ) 中 ， 隔 数 于 
在 点 (z1{Po)，…, 5 (Po)) 的 锅 域 中 表示 为 n 个 独立 变量 的 连续 可 
微 的 孙 数 (zl,z 人 )， 则 称 函 数 H 一 民 ! 为 在 点 PoSM 是 连 
续 可 微 的 - 

注意 ,在 定义 2 中 对 坐标 变换 函数 的 连续 可 微 性 要 求 ,对 在 光 
请 流 形 开 上 连续 可 微 函 数 了 的 定义 3 米 讲 是 实质 仁 的 ， 如 上 面 我 
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们 己 经 指出 的 那样, 假如 坐标 变换 函数 不 满足 过 续 可 微 性 条 件 , 那 
么 函数 了 在 点 Pos 于 的 连续 可 给 性 条 件 就 依赖 于 包含 点 Po 的 图 
歼 的 选择 . 

例 5 我们 考察 下 面 的 流 形 M 上 的 图 册 的 例子 ， 设 六 = 民 ' 
是 实 直 线 , 图 船 由 两 个 同样 的 图 5 二 50 王 由 = 民 ! 组 成 , 但 是 具有 
不 同 的 举 标 系 ， 在 U0; 上 给 出 华 标 z1 一 +,x&R', 而 在 Vs 上 用 公式 
2 二 (人 给 出 坐标 ， 那 么 坐标 变换 函数 为 

如 一 Xi(zU = 20), {5) 

zi = (rs) 一 gt (6) 
营 坐 标 变换 函数 (5) 足 连 续 可 微 的 函数 (多 项 式 )， 那 么 函数 (6) 有 具 
有 不 连续 的 导数 ， 所 以 按照 定 凡 2, 具有 图 册 {0V5,Va} 的 流 形 至 不 
是 光滑 流 形 . 

注 若 流 形 基 上 的 图 期 由 一 个 图 { 即 当 漆 同 有 隘 于 区 氏 安 间 中 
的 区 域 时 ?给 成 , 则 于 是 光滑 流 形 , 

定义 4 在 流 形 村 上 给 出 两 个 图 册 人 4,} 和 {0 和 外， 并 且 关 于 其 
中 每 一 个 图 央 ， 六 都 是 光滑 深 形 ， 车 由 图 贡 {Us} 中 的 每 一 个 局 
部 坐标 系 到 图 期 {U0} 中 的 寿 何 一 个 局 部 毕 标 系 的 转换 函数 都 是 连 
续 可 微 的 函数 . 则 称 两 个 图 册 们 } 和 {U0} 是 等 价 的 ， 

下 面 事实 说 明定 义 4 是 合理 的 .在 流 形 民 上 定义 的 任何 函数 
在 图 明 { 节 中 是 连续 可 微 的 ， 当 县 仅 当 它 在 图 册 {3} 中 是 过 续 可 
人 敏 的 ， 于 是 , 从 在 流 形 于 上 连续 可 微 的 亨 数 的 观点 来 看 ,等 价 的 图 
册 是 平等 的 ， 并 且 对 于 把 函数 袁 示 为 独立 变数 (点 的 坐标 ) 的 连续 
可 铀 的 实 值 范 数 来 讲 ， 可 以 利用 等 价 的 图 册 中 任何 一 个 图 册 。， 可 
能 有 定义 4 的 另外 的 叙述 ， 迹 { 记 中 和 世人 是 流 形 妇 上 的 两 个 图 
地 ， 若 半 二 产 的 图 册 {01} U {0 人 (条 二 原来 的 于 个 图 册 的 并 ) 且 
光滑 流 形 , 则 两 个 图 册 {04} 和 {0 四 是 等 价 的 . 

要 求 考察 更 窗 的 一 类 邯 数 完全 是 常 有 的 事 ， 我 们 提 理 一 下 , 


9 了 0 于， 


车 在 点 (zi …z 纹 的 邻 域 申 实 值 孙 数 4(z5 za) 的 直到 > 阶 ( 色 
者 7 阶 ) 的 折 有 偏 导 数 存在 并 且 违 线 , 期 国 效 玉 在 这 点 的 邻 城 中 是 
Cr 二 1,2,…00) 类 光 少 的 天 数 ，7 一 oo 的 情形 ， 是 指 函 数 思 的 
所 有 阶 偏 导数 存在 首 且 过 续 ， 与 此 相应 ， 我 们 也 在 流 形 的 图 册 上 
加 上 条 体 , 叙述 为 下 面 的 定义 . 

定义 2 对 建立 了 图 册 {0,} 的 流 形 革 , 兰 所 有 的 从 标 变换 函 
数 在 其 定义 域 中 的 夺 有 的 点 是 C7Cr 二 1 2,…; 9) 类 光滑 消散 ， 则 
称 流 形 导 是 Crtr =1,2，…, co) 类 光滑 流 形 . 

定义 3 设 妹 是 Cr 类 光 清流 形 ， 并 号 了 是 济 洪 对 上 的 连续 
函数 ， 着 了 的 任何 表示 为 依赖 也 局 部 吝 标 (z'，,…，z") (是 所 建立 
的 图 其 中 的 一 个 图 的 壁 标 ) 的 函数 广 在 点 (x (PO) ，…， a"(P)) 的 
邻 域 中 是 0*(s<7) 类 光滑 次 数 , 则 称 此 六 数 /为 在 点 PIE 政 的 仓 
域 中 是 Ce 类 光滑 洱 数 ， 防 次 了 首 在 它 的 定义 域 记 乱 一 点 Py 的 名 
域 中 都 是 C* 类 光 深 函数 , 风 简 单 地 称 了 是 Cr 类 光 渴 密 数 . 

例 6 我 们 使 例 5 改变 样子 ， 在 第 二 个 图 太 中 到 坐标 za= 
zhx*|z|。 于 是 流 形 是 C' 类 光滑 流 形 ， 但 不 是 07 类 光滑 流 形 . 

注 以 后 着 无 相反 的 册 明 , 我 们 仅 考察 0” 奖 光 渭 流 形 ,而 在 
访 形 上 的 质数 古 C” 类 光 滞 画 孝 ， 

在 例 1 一 4 中 ,我们 所 考察 鬼 带 有 图 册 的 流 彩 自然 都 是 Or 类 
光滑 流 形 . 

在 几何 中 还 考 虐 给 图 册 及 共 坐 标 变 所 区 数 以 另外 王强 的 条 
件 ， 例 如 , 车 所 有 的 任 标 函数 是 实 解 村 函数 , 即 在 它 有 定义 的 径 一 
点 的 邻 域 中 能 展 为 收敛 的 泰勒 级 数 , 则 此 流 形 黎 为 突 解析 流 形 , 实 
解析 流 形 是 0” 类 光 清 流 形 , 

比较 重要 的 一 类 流 展 是 锯 解 襄 流 请， 设 开 是 2n 维 流 形 , {0 
是 它 的 图 央 ，j:V>8,C& 名 是 它 的 坐标 同 及 ， 合 24 维 欧 氏 宫 
说 Razr 与 4 维 复线 性 空间 0" 等同 ， 即 认为 点 (z'，…, z") 的 复 华 
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标 给 出 了 2 个 实 坐 标 他 2 9， 系 二 下 那么 
在 图 5; 中 的 2x 个 坐标 国 数 z 扩 天， 2 让， 33 全) 
化 为 个 复 值 国 数 入 一 2 十 下 和 拒 P， 我 们 称病 数 zf(P) 为 
在 图 态 中 点 的 复 坐 标 ， 在 两 个 图 的 交 ZE 中 ， 我 们 有 从 一 个 
坐标 系 到 另 一 个 的 转换 函数 : 


rl nm yl EL 
T7223 (Thy 2 


EF CHR EA (7) 


y= rl, 7 ), 
函数 他 ?可 以 形 示 为 2 个 独立 章 复 密 量 的 复 值 函数 


(2 


(8) 


我 们 称 函 数 (8) 为 复 坐标 转换 函数 或 复 坐 标 灾 换 函数 

建立 了 图 册 {0;} 和 局 部 复 坐 标 系 (z}, "23) 的 流 形 以 ， 若 所 
有 的 复 坐 标 变换 函数 (8) 是 复 解析 函数 , 即 在 它 定义 域 的 每 一 点 的 
邻 域 中 能 展开 为 复 变 区 的 收 伍 泰 勒 级 数 , 则 称 好 为 复 解析 流 形 . 

我 们 考察 二 维 球面 人 ?并 在 其 上 专门 构造 一 套 疼 册 ， 作 为 容 
许 有 复 解 析 流 形 结构 的 流 展 的 例子 . 在 第 一 章 中 已 作出 了 球 曾 5 
三 {wr 十 六 十 氏 二 1} 从 北极 Po 一 40,0， 由) 到 坐标 平面 (x 引 的 球 极 
身影 ， 我 们 用 ‰ 表示 这 个 映射 ， 映射 96 把 球 酒 5* 上 除 极点 P， 
以 外 的 所 有 点 ， 即 开 集 加 一 SPo 同 虐 地 映射 到 整个 平面 Fe= 


Rr， 在 竺 卡 儿 坐标 下 ,网 证 po 为: po 多 可 = 过) 所 
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以 在 图 Vo 中 引进 一 个 用 球面 上 点 的 笛 卡 几 坐 标 表 示 的 复 坐标 如 
一 疆 记 此 外 , 考 赛 南极 P, = (0, 0， 一 D) 和 从 南极 到 同一 个 坐标 


而 的 村 wi。 有 映射 Pp1 同 肥 地 把 集合 1 二 A%\ (Pi) 映 
射 到 整个 平面 ==RR*. 在 全 下 全 村 于 秀和 9 8) 


2 -各 
=( 蔡 31) 我 们 在 图 以 那么 在 
交 U6NnD 中 得 到 

tot -区 Sl. 
于 是 ， maoD = (on) 一 (9) 


图 数 (9] 是 复 值 国 数 ， 就 是 说 球面 5* 是 复 解析 流 形 , 每 一 个 图 六， 
或 六 都 团 莹 了 除 一 点 外 的 骆 个 球面 8*， 并 且 借助 于 坐标 的 同 肥 
9 或 pi 恒 同 于 复 于 面 C 一 及;， 所 以 通常 把 球面 5* 和 所 谓 扩充 
复 平面 看 成 一 样 , 这 里 的 扩充 复 平面 由 C! 再 增加 一 个 “无 穷 远 ”点 
而 获得 ， 

任意 的 光滑 流 形 不 一 定 是 复 解 析 流 形 ， 例 如 ， 若 它 的 维 数 为 
奇数 , 则 出 于 平常 的 考虑 , 这 样 的 流 形 不 是 复 解析 流 形 .但 是 ， 在 
偶数 维 数 流 形 的 情况 , 也 有 这 样 的 例子 , 它 不 容许 有 复 解析 流 形 的 
结构 。 例 如 , 射影 平面 不 是 复 和 解析 流 形 (在 第 四 章 $ 6 中 证 明 )， 


3. 光 清流 形 微分 向 凸 


设 形 ; 和 Ms 是 两 个 光滑 流 形 ,fi 让 一 HY2 是 连续 映射 。 我 们 
曾经 指出 ,在 任何 点 PoE 有戏, 的 邻 域 中 ， 映 射 了 可 以 宕 示 为 向 野 函 
散 到 只 一 肌 (人 zb 2 其 中 (z5 oz) 是 在 点 Po 好 的 邻 域 中 
的 局 部 溺 标 系 ， 而 CY,8") 是 在 点 Vo 一 1(Po)EM; 前 邻 域 中 的 
局部 坐标 系 ， 
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定义 5 光滑 流 形 的 映射 记 站 :一 Ms 闭 对 尾 态 点 PoE 的 
都 域 中 的 任何 局 部 坐标 系 (5 02) 和 点 加 = 于 PS 的 邻 域 
中 的 任何 局 部 坐标 系 (1 ，…, 关 )， 函 数 了 的 向 量 通 数 表示 式 9 一 
=) 二 2， 00) 类 光滑 的 向 
重 函 数 , 则 称 映 射 了 为 C” 类 光滑 映射 。 

注意 ，C" 类 光滑 映射 的 定义 仅 在 访 形 胃 , 与 型 : 的 光滑 娄 数 
不 小 于 ?时 才 有 意义 . 

设 疡 了 > 天: 是 流 形 的 同 胚 ， 震 了 是 "类 光滑 映射， 那么 
逆 映 射 广 : 不 一 定 是 光 潜 肪 射 . 若 逆 师 射 太 一: 和 是 Cr 
类 光 湾 映射 , 则 同 且 f 称 为 C" 类 光 清 同 肽 或 0" 类 微分 同 肚 ， 光 
滑 流 形 间 的 微分 局 胸 想 着 与 入 扑 空间 中 的 同 旺 机 同 的 作用 ， 若 
:型 ; 一 认 。 是 微分 同 胚 , 则 流 形 下 , 和 以: 称 为 微分 同 胚 的 访 形 . 所 
有 流 形 的 总 和 分 成 不 相交 的 类 ， 每 一 类 中 是 两 两 地 微分 局 蚂 的 滞 
禾 . 光 缘 流 形 ， 流 形 上 级 光 滑 函 数 或 映射 的 每 个 共 间 的 性 质 都 能 
转移 到 任何 与 它 微分 同 凸 的 流 形 上 去 ， 所 以 我 们 通常 对 微分 问 胚 
的 各 流 形 将 不 可 区 则 . 

但 是 存在 访 形 的 这 样 的 一 些 性 质 ， 这 些 注 质 对 于 一 对 微分 癌 
有 凸 的 流 形 “ 为 相同 的 ”不 是 十 分 明显 和 的。 特别， 我 们 对 每 个 流 形 赋 
予 一 数字 特征 ， 即 流 形 的 维 数 ， 微 分 同 胚 的 流 形 有 同样 的 维 数 
9? 

定理 1 设 记 Ki 是 光滑 流 形 的 C7 类 光滑 回 豚 ， 则 
dimWM ,= dimM,. 

证 明 设 六 E 好 | 旦 任意 点 ,8o 二 Po) ,9 一 f' 是 逆 映 里 ， 耻 
虹 Po 的 邻 研 本 中 的 局 部 坐标 人 2b 237 和 所 @ 的 邻 城 Fa 中 的 
局 部 量 标 (六 ，…， 把)， 则 上 旺 身 子 和 9 表示 为 两 个 千 晃 只 数 对 
(2) 和 全 二 1) ,月 (2)) 三 也 让 (2 及》 三 站 我 们 考 毒 训 和 
,映射 及 由 个 独立 变量 (zr ，…,2*) 的 揣 个 函数 六 二 xt， 
“108， 


思 ) 组 成 ， 用 车 数 天 的 所 有 偏 导数 构造 甜 阵 ; 

BB! 2h 

ar! Dr™ 

=| ， 

Qh" 2 

Ar! Dr” 
经 阵 厂 是 (mx 台阶 的 长 方 矩 阵 , 即 有 志 行 和 #* 列 ， 算 阵 朴 称 为 
映射 有 的 Jacobi 矩阵 . 

引 理 3 设 名 CR"*,VoCR*, WCR* 是 欧 氏 空间 的 开 区 域 ， 
jf:Ue>Vo,9:Vo 习 Ws 是 连续 可 微 的 映射 :Ps 一 厚 。 是 映射 了 和 ?9 
的 合成 , 朋 h{P) =g(f(P)), 则 映射 了 9, 的 Jacobi 和 矩阵 满足 关 
系 式 : 梧 ( 下 一 动人 f(P :时 (PP)，PETo。， 换 句 话 涪 ， 合 成 瑟 =9 
的 Jacobi 护 阵 竺 于 映射 g 和 了 的 Jacobpi 矩阵 的 乘积 ， 

证 明 ”用 直接 微分 复合 图 数 来 进行 引 理 的 证 明 ， 设 Cz，…， 
2 区域 go Vo，Wo 中 的 笛 卡 儿 举 标 . 
于 是 


=f ,2 = 9 
HB, HF (os 0) fr Ce 2) ). 
然后 , 关于 变量 z! 微分 图 数 而 ,有 : 


hi 二 3 本 
EA 


(10) 
公式 (1 站 丝毫 不 差 地 与 两 个 矩阵 乘积 的 一 般 元 素 的 表示 式 一 致 ， 
即 @Ce! yn = dg 若 点 了 
具有 些 标 (z'，*…',z") ,那么 前 面 的 锋 式 简写 为 4h(P) = dg(f CP))， 
吓 (P)， 引 理 证 党 . 

应 用 引 理 3 于 一 对 映 身 名 和 有! 上 ， 设 eo 是 有 和 襄 ! 的 合成 
陕 射 ，e1 是 下 和 天 的 含 成 阮 射 , 即 eof8) = 和 (1))，QEVs， 
和 09 


‘oe1(P) = Ch CP)), PEU,. 

泗 个 映射 eo:Vo>TF 和 ea:To>Do 都 是 便 等 号 射 。， 于 是 , 映 
射 xo。 和 #1 的 Jacobi 矩阵 分 别 是 六 阶 和 ? 阶 的 单位 和 矩阵， 特别， 
rankdeo 一 stankdel 一 a。 另 一 方面 ,应 用 引 理 3, 得 到 : 

Get(@) 一 正八 的) 及 (GOEFo 

ei(P)=adh HCP)) -dAP), PEUD 
从 线性 代数 知道 ,两 个 是 阵 冬 积 的 秩 不 超过 每 一 个 因子 的 牧 , 因为 
rankap<<min (Cm, zy,rankei sminfom zt) 上阵 中 和 本 -是 长 
方形 矩阵 1), 所 以 rankdey 近 min(re arankeetsmin(my ay， 于 
是 ms<Sminfot 8 有 刘 (fz Rn)， 识 M25(m, 有 < 三 mi 9， 这 
就 是 说 , 培 =n， 定 理 1 证 完 . 

不 仅 对 光 涡 流 形 有 维 数 的 概念 ， 而 且 对 任意 流 形 也 有 维 数 的 
概念 ， 所 以 产生 了 自然 的 问题 ， 同 奈 浇 形 的 维 数 是 一 样 的 吗 ? 问 
答 是 肯定 的 ， 即 ， 著 要! 和 MM， 是 梧 个 同 是 流 形 ， 那 全 dimagi= 
dimA;。 这 个 结论 是 一 般 拓 扑 学 的 很 深 的 定理 ， 而 它 却 是 我 们 载 
程 沈 围 以 外 的 内 容 。 

最 后 ， 我 们 证 明 儿 个 基于 图 册 结 构 的 几 个 有 用 的 附注 ， 根 据 
定义 ， 在 流 形 以 上 的 图 册 由 同 胚 于 区 域 7 了 CR? 的 开 集 Zi 组 成 . 
党 并 是 光滑 流 形 ， 那 么 坐标 的 间 胚 ps: VV 是 光 请 的 同 有 是 ， 有 
时 ;依靠 增加 图 好 中 的 图 的 数目 ， 使 欧 氏 空间 R” 中 区 域 F 的 形 
式 简 化 , 这 确实 常常 是 有 用 的 。 

引 理 4 ”在 光滑 流 形 村 中 存在 这 样 的 图 肌 {V}， 其 每 一 个 图 
U; 都 与 R" 微分 同 胚 。 

证 明 首先 证 明 可 以 作出 这 样 的 图 册 , 其 每 一 个 图 都 与 R* 中 
某 个 半 答 为 的 并 球 微分 司 胚 ， 设 PoEM 是 任意 点 ,VPs，Ps: 
已 全 PCB 是 坐标 周 旺 ，@o 一 9i(Po， 因 为 7 是 R' 中 的 开 集 ， 
所 以 存在 这 样 的 数 e， 使 中 心 在 点 @， 半 径 为 s 的 开 球 包含 在 Vt 


TO 


中 ， 用 0,.(@o 表 示 这 个 并 球 ， 而 用 下 = 表示 它 的 不 象 P5 0， 
(@o))， 开 集 族 { 丈 桥 是 流 形 开 上 的 图 肝 , 并 且 每 一 个 图 本 > 与 R” 
的 开 球 微分 同 胚 ， 我 们 证 明 半 径 是 8 的 开 球 与 "微分 同 胚 ， 以 
此 来 完成 引 理 的 证 明 ， 考 虑 s= 工 的 情形 就 够 了 。 于 是 , 设 (z25 …。 
?是 半径 为 1 的 球 中 的 点 , 2) 十 (2 二 二 (21 设 


mr ee 1 
二 
M1+ (YD 
函数 (11 和 (12) 是 光滑 的 函数 ,并 且 也 是 实现 半径 为 1 的 球 到 RR” 
的 互 北 的 映射 。 
引 理 5 训 对 是 光滑 的 紧 致 流 形 ，{z} 是 其 图 山 ， 则 存在 附 
属于 驯 盖 {dj 的 1 的 光滑 分 解 多:. 
证 明 根据 引 理 4 可 认为 所 有 的 图 都 与 半径 为 1 的 球 同 胚 ， 
设 gr:U>DiCR" 是 坐标 同 及 D， 到 这 样 的 足够 小 的 s>0， 使 
{p71{D11_,)} 履 盖 流 形 六 ， 假 设 存在 球 D3 上 的 Cr 类 户 数 f, 司 
suppf 一 Dr 0SfT 和 1， 设 
0， PED,, 


FP 
由 人 fey cy. rev 

因为 当 PEepTLD 0) 时 ,ftp,(P)) =0, 所 以 函数 六 ;在 流 形 MM 上 
是 光滑 函数 ， 而 且 supp CVT，0<WeS1， 此 外 还 有 suppy 二 


p71CDM4-w)， 于 是 ， 消 数 本 ,的 和 囊 (P) = 也 元:CP) 在 每 一 点 孝 


(12) 


严格 地 大 于 0， 这 时 我 们 设 由 (P)=YilP)/ 囊 (P)， 函 数 上 :(P) 
纪 成 了 附属 于 各 盖 {D4} 的 1 的 光洁 分 解 . 
于 是 ， 就 简 下 构造 R" 中 的 CO” 类 函数 使 它 的 支 集 等于 球 


四 这 里 D1 表 东 中 心 在 举 标 原点 半径 为 ?的 于 球 . 


Pa-o. 我 们 将 寻找 形式 为 了 2 = 再 (( 人 5 十 六 十 (9 的 
函数 f。， 于 是 作出 童 变量 的 光 谓 函数 大 2)， 便 当 s*>> (1 一 e)? 时 ， 
反 z) 一 0; 当 z 之 QQ 一) 时 ,2)>0 就 是 够 了 ， 到 函数 
e's— (1—2))’, se (le)*, 
Mz) < etndir (1—e)? 
作为 所 要 求 的 函数 4， 这 函数 已 知 是 C0” 类 光滑 阔 数 ， 引 理 5 证 


大 


8S1 习 是 


， 证 山 ， 平 面 上 刚性 线段 在 平面 中 的 位 置 空 间 是 光 消 流 形 . 
证明 ; 其 SO(3) 同 凸 于 三 维 射 影 空间 ， 

， 描 答 三 维 空间 中 两 全 用 较 链 联结 的 杆子 所 组 成 的 系统 的 构 形 空间 . 
， 举 出 光滑 的 ,双方 单 值 的 映射 ,得 不 是 油分 同 胚 的 例子 . 

证明: 在 球面 5* 上 不 存在 击 一 个 图 组 成 的 图 贡 ， 


sr 


$2 用 方程 给 出 流 形 

描述 和 构造 实用 中 常 死 的 流 形 有 标准 的 方法 ， 

在 前 面 几 闻 中 (第 一 之 中 也 右 )， 流 形 的 许多 例子 是 作为 欧 氏 
空间 的 某 个 非 线 性 方程 的 解 的 集合 骨 现 的 ， 例 如,? 维 球 画 5" 由 
欧 氏 空间 及 "+ 中 的 方程 (02 十 … 十 (0 一 工 给 出 伪 球 面 8 
由 方程 尖 十 护 一 且 一 一 1 给 刘 ， 一 般 地 , 若 f(z'，,…，4 中 是 连续 可 
微 的 函数 , 则 方程 了 (xz!,…，x") 一 c=0 解 的 集合 称 为 函数 了 的 c 
等 高 线 流 形 ， 于 是 ， 整 个 欧 氏 空间 至 " 分 解 为 前 数 了 的 锋 高 线 流 
形 的 并 .在 两 个 变量 的 函数 情形 ， 方 程 的 解 通常 称 为 函数 了 的 曲 
线 ， 而 在 三 个 变量 的 函数 情 形 , 则 为 等 高 曲面 . 

为 说 明 名 称 “ 函 数 了 的 等 高 线 流 形 "是 正确 的 ， 必 须 证 明 函 数 
了 的 等 高 线 流 形 确 实 是 访 形 ， 担 是 , 实际 上 不 总 是 如 此 

例 1 考察 函数 f(%, 维 x? 一 六 , 它 的 等 高 曲线 由 方程 2 一 六 
"112。 


=c 描述 ， 壤 e>0, 则 等 高 曲线 由 两 个 韦 通 分 支 组 成 ,其 中 每 一 个 
分 别 由 方程 [=MVe 于 六 ,z= 一 Me 站 六 中 的 一 个 描述 ， 即 它们 是 
单 变量 函数 的 图 形 (图 7 ). 类 似 
地 , 当 c<0 时 , 等 高 昌 线 由 两 个 项 
数 ?一 /2 一 C3= 一 w 三 二 6 本 
疼 形 组 成 ， 于 站 在 天 0 有 时， 等 
高 曙 线 是 一 维 荡 形 ( 参 看 8 1， 例 
3 )， 在 e=0 时 的 等 高 面 线 表示 
特别 的 情形 ， 在 这 种 情况 下 ， 等 
商 曲线 由 一 对 相交 直线 y= 二 2,# 二 图 77 
一 z 组 成 ,并 且 不 是 一 个 流 形 ， 实 际 上 ， 竺 高 曲线 f=0 上 的 点 瑟 
= (007 没 有 问 是 于 欧 氏 空间 某 区 域 的 邻 域 Vo、 如 果 这 样 的 间 腻 
potUo->VoCCR! 存在 ,那么 不 失 一 能 修 , 可 以 认为 Pi 是 开 区 间 , 而 
Uo 包含 了 到 Pi 的 距离 小 于 某 个 e 的 所 有 的 点 已 于 是 UAN(Po) 
至 少 有 四 个 连通 分 支 ， 而 它 的 同 胚 象 Vo\ {pol 了 Po)) 总 共 只 有 两 个 
连 遂 分 赤 ， 这 个 苏 盾 证 明了 对 及 ! 的 间 胚 po 是 不 寡 在 的 ， 类 雇 
地 ,对 区 域 VCR", 22, 同 胚 po 也 不 存在 . 

虽然 如 此 , 在 某 种 意义 下 , 连续 可 向 的 函数 了 的 敬 高 线 流 形 几 
了 平 都 是 沫 形 ， 

定理 1 设 F= jzb…， 2*) 是 定义 在 整个 欢 氏 空间 RR* 上 的 
0" 类 阔 数 ， 设 下 .一 {2 395 0 一 中 ， 若 函数 子 的 
弹 府 在 集合 于 。 的 每 一 点 不 驹 于 零 , 则 ,是 Cr 类 的 (4 一 1) 维 光 
请 流 形 ， 间 时 在 每 一 点 PE 于 。 的 邻 域 中 可 以 取 其 外 围 欧 氏 空间 
RR" 的 某 甸 一 个 稍 卡 几 至 你 作为 局 部 坐标 , 

证 明 其实 定 息 1 是 用 方便 的 术语 投 述 的 隐 函 数 定理 ， 国 定 
某 一 点 PoEMos Po = 《x3,…4)， 因 为 


» 11lie 


3 


因此 在 Po 点 不 为 0 的 仿 导 数 存 在 ， 不 类 一 般 性 ,可 认为 2 (zi 


1 天 0， 设 @o= Cziy 207) 是 BR" 中 的 点 ， 它 是 Po 沿 从 
标 轴 四 投影 的 象 ， 根 据 隐 函数 定理 ,存在 这 样 的 点 @ 的 邻 威 Vo3 
,区 间 (223 一 6,74 寺 站 ,以 及 定义 在 邻 域 Ta 中 的 C7 类 光滑 连续 
请 数 y=y(z1，…, x*) ,使 

1 了 el) 在 区 域 V 中 成 立 ， 

2° 2 

3 | 一 gx!" ) | <<6 在 区 战 V 中 成立， 

4° 方程 了 e's2") =c 的 所 有 解 (z xzmE70x (zr8 一 6， 
2 十 下 具有 形式 四 =8 259， 当 用 可 表示 点 PoE 开 的 邻 
域 时 , 则 有 Do= 开门 (Fox (x3 一 ,#83 二 6))， 令 域 0 便 是 所 求 的 
包含 点 P 的 图 .到 R' 到 及 *… 的 投影 在 Vo。 上 的 限制 Bol#',…， 
2) 二 (zl go EVs 作为 同上 oo， 其 赣 吴 射 951 由 等 式 


gary = vy Y(t )) 


Bradouj 天 0， gradf =(, 3 


给 出 . 

由 条 伴 3" 得 到 , 952 2)EV ox (中 一 总 人 十 的 ， 而 出 
条 件 1 25 (000 EM 于是,p5 bo DEFo， 上 映射 
ys 和 p51 是 连续 的 ,并 且 是 互 逆 的 . 

我 们 证 明了 集合 并 。 是 Cn 一直 维 流 形 ， 并 且 指 出 了 在 每 一 点 
PE 的 邻 域 中 的 局 部 坐标 系 由 欧 氏 空间 及 "的 某 些 笛 卡 儿 坐 标 
组 成. 现在 我 们 证 明 举 条 变换 函数 是 光滑 函数 ， 设 点 Po 还 包含 
在 一 个 网 页 申 , 并 目 取 币 上 尺 儿 谎 奈 (zz 和 2 和，8 四 你 为 
图 加 中 的 扁 帮 绕 祭 那么 在 图 的 交 如 门 如 中, 坐标 (zz 
表示 为 坐标 (2 2 昌 的 国 数 ; 


#1 = 
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1 一 (1) 


2 一 斤 (2 i 站 . 
因为 9 一 yw'，…;z" 四 是 0” 类 光 江 的 函数 ， 所 以 (1) 中 所 有 的 请 
数 也 是 C” 类 光滑 的 、 定 理 1 证 完 . 


例 2 重新 考察 由 方程 1 (zl.…， zm) 一 了 (zn): 一 1 给 四 的 
per 


? 维 球面 8"， 胸 数 了 的 悦 诬 等 于 gradf = (2x', 273,…, 27" 1)。 
车 点 已 一 人 (8952 在 球面 3 上， 那么 它 的 坐标 不 全 为 0， 于 
是 ,梯度 坐标 电 有 一 个 不 为 0， 满足 定理 1 的 条 件 ， 这 就 是 说 ， 球 
面 S" 是 0” 类 光滑 流 形 . 

例 3 考察 mm 维 殉 氏 空间 R”". 把 Rw 中 的 点 天 示 为 具有 举 
标 4= aw) 的 2 阶 方 阵 4， 考 察 行列 式 等 于 1(det4=1) 的 所 有 
矩阵 4E 有 ”的 集合 SL(n, R)， 集 合 SLtn, 吾 ) 关于 移 阵 乘积 的 运 
算 构 成 群 并 称 为 特殊 线性 群 .我们 证 明 菩 SLCsn, RR) 是 0 类 光滑 流 
形 ,并 且 其 维 数 为 下 一 1. 考 虑 下 个 变量 的 函数 了 ass) 二 det (4;7). 
函数 六 是 多 项 式 ， 也 就 是 说 是 C” 类 光滑 函数 ， 为 了 应 用 定理 1， 
应 该 计算 函数 了 在 群 SL(n， 有 R) 的 所 有 的 点 的 梯度 、 设 五 是 单位 
上 矩阵， 因为 det8=1, 所 以 BESL(n, RR). 计算 鸭 数 在 点 吾 的 梯度 . 
为 此 ,首先 边 第 一 行 把 dtet4 展开 : 

det4 一 fiidet4 一 gsdetdis 十 十 (一 Drdetdinv (2) 
在 展开 式 (2) 中 , 有 和 矩阵 4 的 行列 式 ， 它 们 是 (Cass) 中 除去 第 一 行 
节 的 所 有 变量 的 多 项 式 ， 于 是 阅 数 关于 an 的 篇 导数 有 形式 ; 


"lss 


32 5 (eudet4D =detdir 在 下 点 ,得 到 


B= (3) 
于 是 ， 函 数 了 在 召 点 的 榜 度 不 等 于 0- 现在 证 明 , 在 任 音 点 
AoESL(n, 召 )， 国 数 地 的 梯度 世 不 等 于 0、 我 们 引进 新 的 变 最 5615， 
它 由 下 而 等 武 给 出 : (5; 一 一 4514=451. (qs)， 著 4 二 各， 则 
吾 = 8. 那么 
(有 =f {46B) =det( AB) =detAo'detB=}(B). 
微分 上 式 ,利用 复合 前 数 求 愉 法 则 , 得 到 


of of du 
Ez Co， 了 (4) 


接 照 公式 (3)， 等 式 (4) 的 左 迪 部 分 等 于 1 于 是 右边 部 分 至 少 一 
个 被 加 项 不 为 0， 就 是 偏 导 数 -5-4o) 中 有 一 个 不 为 0， 和 它 一 起 ， 


也 有 硝 数 玫 的 税 认 不 为 0。 干 是 ,定理 1 的 条 件 得 到 满足 ， 也 就 是 
群 8SL(w, 有 R) 是 光滑 流 形 , 维 数 为 n? 一 1. 

定 熏 1 容易 推广 到 非 线性 方程 组 的 情形 . 我 们 指出 ,定型 1 的 
条 忻 可 用 下 面 方式 叙述 ， 函 数 f 的 梯度 表示 为 函数 f 的 偏 导数 行 
的 形式 ， 也 就 是 销 数 了 的 Jasob;i 上 秆 阵 、 那么 了 的 梯度 在 某 点 Pos 
BR" 的 非 平 几 性 等 价 于 函数 疗 的 Jacobi 矩阵 好 的 秩 等 于 1, 即 取 
最 大 的 秩 . 


设 给 出 方 各 组 
f(s) =0l, 
(= Ce) 
天 人 


简略 地 可 号 为 了 人) = 这 由 = (zb 0) 人 及 二 (el 
"116， 


ER 而 上 是 映射 ， 四 画 数 (用 9 乓 所 定义 ， 方 程 组 (47 解 的 集 
合 型 ? 称 为 清 数 组 人 产 ) 的 等 南 线 滤 形 . 

定理 2 设 j;R" > 及: 是 0* 类 光 光 映射, 型 * 是 方程 组 站 (加 = 部 
解 的 集合 ， 营 映射 站 的 Jacobi 王 阵 的 秩 在 包 一 点 PoE 开 ?都 取景 
大 的 秩 ( 好 rank df 《Pw) = 如 ,出 作 , 是 bn- 和 ) 维 C" 类 光 济 流 形 . 同 
时 ， 在 每 一 点 PJEM? 的 邻 域 中 ， 可 以 取 外 围 欧 氏 空间 RR" 的 基 
(a 一 从 个 简 永 儿 约 标 作为 其 局 部 华 标 ， 

证 明 定理 2 的 让 明 是 逐 宁 逐 名 地 重复 定理 1 的 证 明 ， 仅 有 
的 差别 是 ,不 是 一 个 变量 4", 而 是 个 变量 (x,…， 890. 用 一 个 字 
人 壁 如 说 = 《2,2*)。 我 们 将 得 到 在 定理 

的 证 明 中 所 得 到 过 的 同样 的 公式 

例 4 在 具有 坐标 Cr xz5 po 约 的 欧 氏 守 间 及 ! 中 ,考察 两 个 
方程 的 组 : 


{70) ?+ (7) =1, (2) C21)?=1. 《5) 
相应 的 函数 六 和 f: 有 形式 ; 
站 人 一 全 + Co) fy, ve, 2 £0) = C20) + 2), 
为 了 应 用 定理 2, 我 们 来 计算 映射 了 一 (f, 了) 的 Jacobi 集 阵 : 
of af: of af 
“be 93277 Ar’ 2 2zz0 0 ) 
ap a af 37) (0 0 2z 2z/ 


Ix rr dr dat 
很 明显 , 仅 当 Jacobi 吞 阵 的 基 一 和 书 的 各 个 元 灶 都 等 于 零 时 ，rankf 
所 1, 但 这 些 点 不 可 能 是 方程 组 (5) 的 解 .于 古方 程 组 (5) 的 解 均 成 2 
维 的 C" 类 光 请 流 形 ， 因 为 方程 组 (5) 分 为 两 个 方程 ， 每 一 个 矿 程 
有 自己 的 一 组 变量 ， 所 以 解 的 集合 也 可 以 天 东 为 每 个 方程 各 自 解 
的 第 卡 儿 乘积 , 好 方 程 组 (5) 的 解 表示 为 两 个 贺 周 的 莱 积 。 这 个 流 
形 称 为 (二 维 ) 环 面 . 


* 了 7 了。 


$3 切 向 量 切 空间 

在 第 一 章 中 看 到 ， 对 研究 曲线 和 县 向 的 谋 最 性 质 。 以 及 一 般 
地 ,对 研究 欧 氏 空间 区 城 的 度量 性 质 来 说 , 所 谓 空 间 的 无 穷 小 性 质 
起 着 重要 的 作用 。 这 样 的 性 质 是 在 周 定点 P 的 很 小 的 邻 域 中 ， 用 
忽略 掉 与 到 P 虚 的 距离 相 比 是 高 阶 小 量 的 方法 来 确定 的 ， 在 数学 
分 析 中 , 在 研究 某 虑 邻 域 中 国 数 的 性 态 时 , 有 类 似 的 咯 掉 无 穷 小 量 
的 手续 , 在 研究 光 漠 沪 形 时 , 也 希望 实行 略 掉 无 穷 小 量 的 做 法 ， 这 
些 方 法 之 一 就 是 引进 类 似 于 曲线 的 切 向 量 和 曲面 的 切 平面 那样 专 
门 的 概念 . 


1 简单 的 例子 


我 们 考察 三 维 空 间 民 * 中 光滑 曲线 ， 用 参数 使 它 僚 数 化 : 
柬 一 下 (机 一 他 (区 (有 9 人)， 国 定 一 个 参数 值 ep， 在 点 to 的 
邻 域 中 ,将 向 莉 函 数 =3() 用 寒 勒 公式 展开 ; 


(faTAD =8000) + (0) At + OAD. {1) 


(1) 的 右边 的 前 两 项 ,方面 可 看 作 在 点 如 的 邻 域 中 用 线性 问 量 撮 
数 对 向 量 函 数 芭 (四 的 茶 种 近似 ， 另 一 方面 这 个 线性 函数 (A8D) 一 


#0) 二 加 (D At 在 ?中 为 过 点 Po 一 2(40) 的 直线 ,并 且 , 在 过 PP， 


的 所 有 直线 中 ,直线 民力 最 “紧密 接近 ?原来 的 曲线 4). 我 们 首先 
要 明确 直线 “紧密 接近 ”曲线 雍 ), 是 什么 意思 ?对 直线 环 科 一 8 十 了 
(3 引 二 了 D 和 曲线 到 (D, 在 点 率 (to) ,车 从 点 到 ( 相 到 此 直线 的 中高 与 
从 点 Po 二 (Cio) 到 {四 的 距离 相 比 是 无 穷 小 量 ， 则 说 直线 8 四 ) 在 
点 (to) 切 于 曲线 (人 这 时 ， 点 书 在 直线 引 切 上 ， 可 以 试 为 
亚 (to) 一 9360)， 则 六 (to AD 一 这 ( 扣 十 BA 从 点 区 加 十 AD) 到 
”了 


直线 #( 纪 的 距离 等 于 
[C(t ME) 一 未 (to) 一 英信 (ta 十 人 一 邯 (t) 区]i@ 


=O(a(to tA) —2(£0) | ) (2) 
假设 蜂 (10) 去 6 衬 妥 公式 (1) 展 下 (得 到 : 
1 网 四 
近 CNAB (gat 5)| =0(A1’), 
在 At->0 时 , 除 以 At 得 
| 2 Ad | _ 
| 一 下 有 0， -0CA0， (9) 


因为 (3) 的 左边 部 分 与 A# 无 关 ,. 所 以 当 人 At 一 0 时 取 极 限 ， 得 到 


和 
x/ 
中 (= 下 区 (下 (4) 
这 就是 说 癌 最 五 和 Cao) 尼 基线 
的 于是， 向量 因数 #( 癸 的 雁 芭 


公式 (1) 中 的 线性 部 分 给 出 了 在 一 
点 P 的 切线 参数 表示 式 ( 图 8). 图 8 


现在 考察 三 维 空间 有 中 的 曲面 汉 ， 它 由 两 个 独立 参数 ww 的 向 
量 关 数 一 2(w,5) 的 参数 形式 给 出。 曲面 2(u,), 省 篇 导数 
菇 @， 切 和 强 (o 由 作为 县 中 的 向 最 在 每 ~- 点 都 是 线性 泡 关 的 ， 
划 称 曲面 #(w, 功 龙 正则 曲面 ， 刚 定 参数 (a6,00) 和 过 曲面 上 的 点 
一 (mos 9 的 平面 了 7: 攻 一 (oy v0) Bu 了 0， 澳 从 也 到 点 #(t 
2) 的 距 澡 比 起 点 (uw) 到 点 Ps 的 距离 来 是 无 穷 小 量 ， 则 称 开 为 


@。 这 时 (as 刀 表示 钦 氏 空间 的 内 积 一 译注 . 
都， 原文 为 "Hennpornemmni” 一 译注 ， 
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曲面 玫 在 点 Pa 的 切 平 画 。 按 舰 泰 勒 公式 在 点 C0509) 将 荡 数 六 (a 
9) 展 开 : 


Fuo Au, vo A =—F (un, v0 + 可 到 (un vo) Ay 
oz 2 A 
+ 7) A OA +Av), (5) 
2 


我 们 得 到 , 晨 开 式 (5) 的 线性 部 分 
表示 了 曲面 于 在 点 Po = 这 (xy pn) 
的 切 平 面 ， 它 是 两 个 参数 的 袁 承 
式 (图 9， 元 平 面 了 未 任何 以 PP， 
为 起 点 的 向 景 自然 称 为 曲面 六 在 
点 Po 的 切 向 量 ， 由 公式 (下 可 以 
大 出 , 曲面 并 在 点 Po 的 切 平面 豆 
的 参数 式 为 : 图 9 

F(Au, Av) =# (uo0s 00) + (uo v0) A Zo) Ab. (6) 


于 是 ,任何 庚 向 于 分 解 为 站 党 Guo, ow0) 和 问 (uo ww) 的 线性 组 合 : 


z 


和 Aut PCa v0) Ao, 07) 


其 中 Au Aw 为 适当 渤 择 的 参 斤 ,这样 ,向 其 名 (x ao 各 (ows on) 
组 成 了 殷 平 面 这 的 基底 ,而 量 Au Ao 便 是 切 向 最 # 在 这 个 基底 下 
的 线性 坐标 . 

现在 ,在 曲面 关上 画 出 过 点 Po 的 光滑 曲线 牙 = 让， 因为 曲 
线 #=3( 办 在昌 而 入 上 ， 所 以 它 的 参数 式 可 以 表 孙 为 函数 2(w 功 
与 菜 些 数 w( 办 ,0() 的 合成 

#0 = au( ,08)), 《8) 

0 


这 也 可 用 另外 的 方式 狗 述 :函数 4( 仿 ，v{ 引 是 在 曲 则 浇 的 局 部 符 
标 系 (wy) 中 曲线 前 参数 表示 . 那么， 曲线 通过 点 P 的 条 件 可 以 
写 为 华 标 的 条 件 :ao 王 & 加 )，w%=2(t)。 现在 来 计算 曲线 的 切 问 


基 ( 或 称 为 曙 线 的 速度 向 最 ): 
0) = (et), 000))) 


= v0) (+ ut), ot0)) to) 
= 名 (0) 名 ( 二 于 tC). 


于 是 , 幅面 民 上 外线 的 切 向 二 在 切 平 打上 . 


定义 “ 误 E 一 菜 (uw 0) 和 十 吏 (ov) 如 是 曲面 于 在 点 的 切 


这 个 定义 不 仅 适 用 于 曲面 六 上 的 化 标 (z,3), 此 时 以 (xu，9) 作 
为 参数 给 出 了 明 面 年 : 邯 一 区 (wy)， 而 且 这 定义 也 适 用 于 点 Po 的 各 
域 中 的 任何 举 标 系 (2). 事实 上 ， 壤 (v1,v) 是 男 外 的 虚 标 系 , 则 
坐标 和 4 表示 为 坐标 (w',2') 的 光滑 国 数 ;4 二 u(tw 0) ,9 二 ve， 
了 an 一 aoyso ,Vo 二 0《W6s 91)， 那 么 ， 看 作 隔 数 的 合成 时 , 我 人 
得 到 曲面 丙 的 新 的 参数 式 : 
B=F(u(w, 9), vou, 9 ) ). (9) 
在 点 Po 前 场 平面 如 对 新 的 参数 人 oo) 的 参数 方程 为 ; 


了 oh)s v Cub 0)) + A + Be mr 


加 Ea Aw' 4+ 92 Awr 
一 天 (lo Uo) 十 二 Cao， v0) 3 Au'+ Bren v0) AU 


az Qu Ai OR 3 A yy 
+ V0) 3 Av + 0) 3 Ay 


9 了 TI21。 


一 过 ao 加 十 吾 ( v0) Cy oDAs' + (no) ar) 


9 9 op Fo 
上 oo (0 ht )} 


， ,a 
Au V1) An + (uh 95) Av’, 


oa GO 
我 们 就 得 出 切 平面 对 站 的 参数 (ay 9) 的 参数 式 : 
可 一 基 (zo，?zo) 十 号 (u， v0) An + EC, Vo) Av. 
9 op 

于 是 ， 公 式 (9 给 出 了 具有 相同 切 平面 如 的 则 面 政 的 另外 的 参数 
式 。 因 此 曲线 (8) 借 助 于 革 些 函数 巡 ( 昌 ，z( 扫 可 以 写成 妆 一 
Gute (boat 人 be)， 那 么 ， 接 照 曲线 的 切 向 量 在 
局 部 坐标 对 (oz 中 的 坚 标 定义 数 对 ( 字 (10)， 字 (44) ) 是 曲线 
的 切 向 量 的 坐标 ， 铀 分 复合 函数 ， 得 到 曲线 的 切 向 量 在 不 同 的 局 
部 坐标 系 中 , 其 符 标 之 问 的 关系 : 


1 Va 1 dv 
玫 ()= 匠 (0 只 于 (9+ 性 的 ,只 时 (10)， 


加 


(GD 


(= 可 人 风 骆 ( 辣 十 六 人 鸭 全 (0 
比较 公式 (10) 和 (11) 得 到 ， 切 向 量 的 此 标 之 间 的 甘 系 是 和 定义 切 
平面 的 参数 的 兰 黎 是 一 到 的 . 

当 曲面 几 上 出线 切 向 量 的 举 标 不 依 新 于 曲面 上 在 三 维 空 间 
RR: 中 的 同和 方式 ,而 仅 依 藻 干 曲面 凡 上 局 部 举 标 系 (时 ,万 引 
进 的 切 向 量 的 定义 才 是 合适 的 ， 我 们 作为 一 个 独立 的 引 更 米 儿 还 
这 个 结论 


引 理 1 设 M 是 RB? 中 正则 则 面 ,PoSMK, ws2) 是 曲面 肝 上 点 
s .122+ 


PP 的 邻 域 中 欧 局 部 坐标 系 ，Ku (2), v(t)) 是 则 窒 术 上 的 光滑 曲线 . 
于 是 ， 拱 线 在 点 Po 的 切 向 量 在 局 部 坐标 系 4， 只 下 具有 维 标 


器 (9, 加 (10 ) 车 8=2Cu， 加 是 开 的 参数 式 ,C4) 一 zu)， 
2 全 ) 是 曲线 , 则 


友 ( 休 = 芋 oo 90) 蛤 (4 十 休 人 ow 罗 台 ( 旨 ， 


2 切 向 是 的 一 般 定 义 

我 们 考察 过 的 例子 表明 ， 斌 究 流 形 上 曲线 的 无 穷 小 性 质 仅 可 
能 在 流 形 的 某 个 局 部 坐标 系 的 范围 内 进行 。 转 别 ， 鱼 意 光 清流 形 
的 切 向 最 和 切 空 间 在 几何 中 起 着 重要 的 作用 ， 这 完全 类 似 于 位 于 
三 维 空间 及 * 中 的 曲牌 的 切 向 量 和 切 空间 . 

定义 1 设 林 是 光滑 的 # 维 流 形 ，PuSNH 是 任意 点 使 每 一 
个 局 部 坐标 系 (zj ,…, x ) 对 应 一 组 数 ( 电 ,…', 引 ) 的 对 应 ， 若 对 每 
一 对 局 部 坐标 系 荆 足下 面 的 关系 式 


氏 短 (多 (12) 
别称 此 对 应 为 流 形 M 上 一 点 Po 的 切 向 量 . 

数 ( 台 ，…, 5 称 为 切 向 最 在 局 部 坐标 系 (t+，…, 4) 中 的 举 
标 ， 关 系 式 (12) 称 为 在 局 部 坐标 变换 下 切 向 最 E 的 坐标 变换 的 张 
重 规则 

定义 1 推广 了 曲 面 上 妇 线 的 切 向 量 的 坐标 概念 ， 那 些 内 标 变 
化 的 规则 (11 是 沙 形 上 切 向 量 华 标 变换 的 张 基 规则 (12) 的 特殊 情 
形 ， 并 且 ， 光 潮流 形 上 的 每 一 条 光滑 曲线 的 每 一 点 具有 定义 1 意 
义 下 的 切 向 景 ， 我 们 把 这 个 重要 性 质 舟 述 为 命题 

命题 !。 设 对 是 光 清流 形 ,>; (一 1 1 一 有 是 区 间 ( 一 1，1) 汉 


2 


流 形 民 的 光 沸 喘 射 。 则 使 点 P 一 ?(0》 的 邻 域 中 的 每 一 个 上 部 从 
_. a dy! dy" ， 
标 系 (ao sa 对 诬 一 组 数 (下 -7 们 ) wy 晤 ”CC 的 ))-。 的 
对 应 是 定义 1 意义 下 的 切 向 县 . 

证 明 “为 证 明 命 题 1， 只 于 验证 坐标 变换 的 张 及 规则 (32) 即 
圳 yD) ”这 里 (的 ，…， 4 是 流 形 MM 上 点 本 
的 领域 中 的 局 部 坐标 系 。 现 么 对 两 个 局 部 坐标 系 , 得 到 ， 


= 0) | = CD)) | 


可 设 导 = 


= Ty 0) gas (v8) | ,= TM Py, 


这 就 是 张 量 规则 (12)， 命 题 证 完 . 
于 是 ,在 命题 1 中 指出 的 对 应 很 自然 地 称 为 曲线 7 的 切 向 量 
或 曲线 7 的 如 度 向 量 . 曲线 ?的 切 向 量 将 表示 为 名 (to) 臣 FE). 


3， 切 空间 Tp,(M》 


流 形 MM 上 固定 点 Po 的 所 有 切 向 最 的 集合 称 为 流 形 必 在 点 也， 
的 切 空间 ， 这 个 集合 用 T;,(M) 甫 示 ， 每 一 个 切 向 居 SET 了 ,CUM) 由 
其 在 一 个 向 定 坐标 系 中 的 坐标 唯一 确定 ， 实 际 上 ， 省 给 我 们 一 组 
数 人 9 5 …，9， 并 且 把 这 组 数 当 作 是 在 固定 的 局 部 坐标 系 (g4 ,…， 
zf? 中 所 求 切 向 量 的 坐标 ， 即 他 一 和 ,那么 对 给 出 整个 切 向 量 米 
讲 ,必须 确定 出 它 在 每 一 个 局 部 坐标 系 (zj，，…。，z 玉 中 的 坐标 ， 为 
此 , 设 


和 = D2 pn 
t=1 


3z4 ， 


e124* 


所 得 到 的 坐标 应 该 满足 坐标 变换 的 张 量规 则 013， 为 验证 这 个 规 
则 ,在 (12) 中 代入 知 和 过 的 值 : 


己 剖 (PYF= (9 六 (PO 


= -2 3 (0p) Fo pe 


因为 于 (PD) = 立交 (Po 二 (Po (三 重 检 标记 闪 的 Jacobi 知 
a #1 

竹 的 变换 规则 ,所 以 关系 式 (12) 恒 等 地 满足 ， 

干 是 ,我 们 已 证 明了 渡 形 玖 上 点 Ps 的 所 有 切 向 量 的 集合 由 它 
们 在 一 个 国定 局 都 坐标 系 中 的 从 标 来 唯一 地 描述 ， 于 是 整个 切 空 
闻 Tp,CM) 与 算术 向 是 空间 再 * 可 视 为 同一 空间 ， 这 就 是 说 , 急 室 
间 Tp,CM) 可 以 具备 线性 空间 的 结构 。 看 起 来 , Tp(Y) 中 的 线性 
空间 的 结构 依 束 于 点 Po 邻 域 中 局 部 坐标 系 的 选择 ， 其 实 家 反 的 
命题 是 正确 的 - 

命题 2 切 空间 7,,C2) 中 向 量 的 加 法 运算 和 数 乘 疝 量 的 返 
算 不 依 琐 于 波形 民 在 点 P, 邻 域 中 的 局 部 坐标 系 的 选择 ， 

证 明 “ 设 3 是 Tp,CM) 中 两 个 向 最 ，(z1 zz) (os 有 
是 流 形 必 在 点 Ps 的 邻 域 中 的 两 个 局 部 坐标 系 ， 设 侠 ，…，#)， 
(中) 是 向 量 训 厅 在 举 标 系 (w1，…;w) 让 的 坐标 ,而 {的 ，…， 
好),( 坟 ，…; 码 ) 是 同样 的 向 昌 在 和 坐标 系 (zy，…, 3 人) 中 的 誉 标 ， 闭 
么 , 按 略 切 向 量 坐 术 变 换 的 张 法规 则 (12)， 下 症 关 欠 式 成 立 ; 


至 3 

部 = 了 (PD) 区 ， (13) 
41=1 了 
了 9 

在 CPD) 坊 (14) 
na 


tri25r 


于 是 将 这 两 个 等 式 逐 项 相 加 , 得 到 : 


(BF) = TE (Po (ES+). 
= 


25 


此 等 式 指出 , 数组 (( 生 十 民 ) (后 十 从 )) 依 际 玲 标 变 焕 的 张 量 
规则 , 即 这 组 效 确 定 了 一 个 切 向 量 , 两 与 局 部 坐标 系 的 选择 无 藉 , 
间 寺 面 于 样 ,(13) 乘 5 得 到 4 生 = 3 (Pb) (2 各 )， 即 数组 
Te 
(4 寻 ) 也 依从 切 铭 三 从 标 变换 的 张 同 规则、 命题 证 完 ， 
化 标 变换 的 张 最 规则 (12) 可 看 作 是 把 各 个 局 部 坐标 系 中 切 向 
始 你 标的 算术 空间 视 为 同一 的 方法 ., 这 个 方法 在 于 : 用 坐标 (x3-…， 
23) 变 到 从 标 (9,… 27) 的 Jacobi 第 阵 乘 从 标 ( 身 ) 的 列 ， 


DE 


.. 977 
ax? 


或 写 为 (和 ) = 8). 
是、 团 空 间 和 Th,( 入 ) 同 物 于 所 有 的 切 向 量 坐 标的 算术 空间 . 


4， 密 切 曲线 来 

在 上 … 段 ， 给 出 了 流 月 的 切 空 间 的 代数 形式 的 定义 在 这 个 
定义 中 ， 邹 向量 的 几何 性 质 ， 划 切 向 量 作为 曲线 的 线性 近似 的 性 
质 ， 不 很 明显 、 车 不 管 流 形 在 线性 空间 的 位 置 ， 又 如 何 来 俩 定 这 
个 性 质 呢 [同一 -个 向 晨 蛋 然 可 对 应 以 此 向 量 为 切线 的 许多 曲线 . 所 
以 , 当 在 线性 空间 中 一 旦 分 出 有 共同 切 向 量 前 一 类 曲线 时 , 可 能 对 
我 们 就 没有 留 下 什么 了 1 

定义 2 流 形 半 上 交 于 一 点 Po 的 两 条 曲线 yy ya 着 在 Po 的 
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邻 成 中 的 每 一 个 局 部 坐标 系 (zi，…, z9) 中 , 满足 关系 式 


DD ya) ot to Cnt), (15) 
be 


对 称 yi ys 是 密切 的 . 

也 象 以 前 一 样 ， 密 切 末 件 (15) 只 要 在 -- 个 局 部 坐标 系 中 验证 
就 是 够 了 ， 密 切 条 件 与 切 向 量 有 密切 的 联系 ， 下 面 的 定理 也 证 实 
了 术语 “密切 曲线 "是 恰当 的 ， 

定理 1 流 形 村 上 两 个 光滑 曲线 y 和 ys 在 卢 Po 密切 的 充 
要 条 件 是 曲线 y 和 ys 在 点 媚 的 切 向 量 重合 . 

证 明 条 件 (15) 可 改写 为 下 面 形式 ; 

li SR) -0. 


tin 


反 初 等 汪 换 以 后 ,得 到 


(gr) 和 os) 4 


和 xD ro)| 0) 


这 个 等 式 故 明 有 阳线 ” 和 ys 的 5 切 向 昌 重合 ，P1(40) = Yo(#0). 
反 过 来 , 著 (6) 二 (410), 则 等 式 (16) 成 并 , 站 且 


im 3 人 = 2 
13i0 = 0 


= (er) fe 0)) = 
各 


定理 1 给 出 了 定义 曲线 切 向 量 的 另 一 种 方法 ， 流 形 对 上 所 有 
过 点 P 的 光 清 曲 线 , 可 分 为 两 两 无 共同 曲线 的 类 ， 而 每 一 类 中 的 
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由 线 则 是 两 两 密切 的 、 我 们 称 这 点 PE 好 的 相 五 密 团 的 血 线 类 为 
切 向 量 ， 十 是 ， 我 们 得 到 定义 1 意义 下 的 切 向 量 和 密切 曲线 类 意 
义 下 的 切 锻 量 (图 10) 之 间 的 双方 单 值 的 对 应 , 


5。 部 数 的 方向 导数 
还 有 一 种 表示 流 形 开 上 切 疝 量 的 方法 ， 和 往 党 一样， 我们 从 
简单 的 例子 开始 ， 设 Fa 护 是 两 个 变 明 的 光滑 函数 , Po= (zo 46) 
是 某 一 点 ,站 -= (E 8) 是 平面 R! 申 的 和 只， 在 数学 分 析 中 ， 研 究 
函数 沿 着 向 量 二 的 导数 , 此 导数 由 下 面 公 武 定义 ; 
ED) = 时 Go pi)§ + 对 Go 名 (17) 


图 10 疼 11 
沿 着 向 县 2 的 尘 数 ,可 利用 光 沿 曲线 定义 如 证 : 设 ( 引 是 平面 R'E 
过 点 Py 的 光滑 曙 线 ， 假 设 鞭 线 (在 Po 的 切 向 全 等 于 s， 那么 
{全 看 图 1D) 
ED = | pln Po. a8) 


实际 上 ,车 》( 旧 一 (2(D),Y(D), 那 么 各 一 玫 (40), = 数 (40). 因 


而 以 曲线 7 ( 纺 的 坐标 赵 代 范 数 地 的 自 变 二 ,并 对 参数 微分 , 得 到 : 
。128 。 


dp, ad ) 
0)) 和 = OD) | ， 
= gC) + .yD 


= pd + Gen gd B07). 


于 是 ,在 一 般 情况 下 ,我 们 根据 在 点 PsENM 对 流 形 好 的 保 个 男 向 有 
让 来 定 义 光滑 函数 由 点 Po 的 微分 运算 . 

定义 3 设 PuEM， Ber (M), 9 (四 是 过 点 Po 的 光滑 曲线 ， 
p(t0) =Po 养 且 它 在 点 Po 的 切 向 量 等于 E, 了 (69) = 让 设 了 是 流 形 
47 上 的 光 清国 数 ， 称 数 


- 
ff | ,hn (19) 


为 现 数 耶 沿 着 切 向 量 E 的 导数 ， 求 导数 的 运算 称 为 汪 数 /沿革 向 
后 油分 . 

定理 2。 设 (25 …, 4) 是 荡 形 收 上 点 Po 一 C20，… 2 和 的 邻 城 中 
的 局 部 坐标 村 站- (和,…, "起 济 形 在 点 Po 的 切 向 晤 ,f 一 了 (x1 
的 是 点 PP 的 售 二 中 由 局 部 坐标 (z+，…，#") 直 示 的 光 沛 鸭 数 ， 
于 是 


ED= Db) (20) 


因此 ,导数 的 定义 (19) 不 依 闲 于 虞 线 ? 在 其 密切 曲线 类 中 的 选择 ， 

南 (20) 的 右边 的 部 分 不 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选择 ， 才 9 是 点 PP 

的 邻 域 中 的 另外 的 光滑 函数 , 则 对 台数 了 和 2 乘积 的 牛 频 - 素 伯 所 
站 微 分 公式 是 正确 的 : 

Ef9) =f Cob, so) ECG) FE grb ssa). (2 

证 明 把 过 点 Po 的 曲线 y() 表示 为 坐标 形式 y() 一 

1129， 


CF (DY), 出 按 曲 绪 之 切 向 量 的 定义, 过- (4) =E1. 于 是 


i -ge | = | ,, 

= , -TE 全 
下 明了 公式 (20)， 现 在 米 证 明 公 式 (21)， 利 用 (20) 并 微分 区 
履 的 乘 各 ,得 到 : 


DAC i 


-D(H ada 9 (eh 
Ff BE eh) 
-2 Da jb 


十 fei oa[ 袜 2 (ob a 


Eg ed) + fd EY), 
这 样 , 也 便 证 明了 公式 (21)- 

光滑 函数 了 沿 着 切 向 量 E 的 微分 运算 可 用 浴 本 身 的 某 些 特性 
来 指 述 ， 在 这 此 特性 的 角 述 中 完全 不 参与 任何 局 部 坐标 系 ， 这 种 
描述 的 方法 在 验证 我 们 的 几何 结构 与 具体 的 局 部 众 标 系 无 关 时 是 
最 合适 的 ， 微 分 运算 有 两 个 这 样 的 性 质 ; 

1° 沿 着 向 量 S 的 微分 运算 是 线性 的 , 即 若 f 和 2 是 两 个 光滑 请 
数 , 而 入 4 是 两 个 任意 的 数 , 则 
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Eoaftap) = + prin); (22) 
2° 沿 着 各 量 < 的 微分 运算 满足 牛 慨 - 莱 伯 尼 区 公式 (2)， 
我 们 给 出 一 般 的 定义 . 
定义 4。 没有 运算 4, 它 使 光滑 流 形 开 上 的 0" 类 的 每 一 个 光 
滑 揭 数 了 对 应 于 数 4(j) ,并 且 后 者 满足 性 质 1* 和 2*， 则 称 4 为 
.点 PucJM 的 微分 运算 . 
在 中 顿 - 汪 伯 尼 攻 公式 (2 中 ,参与 了 在 点 Po 的 国 数值 . 所 以 
在 不 同 点 Ps 和 P 的 微分 运算 不 会 相同 . 很 明显 , 沿 着 切 向 旺 # 的 福 
分 运算 只 是 在 定义 4 意义 下 微分 过 算 的 特殊 情况 ， 事 实生 明 没有 
其 他 的 微分 运算 , 识 是 说 ， 对 每 一 个 砷 定义 4 意义 下 的 微分 运 僻 ， 
可 以 找到 这 样 的 功 自 其 , 沿 着 这 个 切 向 量 也 实施 函数 的 机 分 
定理 4 设 业 是 "类 光滑 流 形 , PuE NY 是 任 次 点 ,4 基 定 义 4 
意义 下 的 微分 运算 ， 于 是 在 点 Po 存在 叭 -的 切 向 其 二 ， 使 得 对 点 
Ps 邻 域 中 的 任何 光滑 函数 户 有 4(f) = 起 (用 
证 明 ”我 们 将 在 点 Ps 例 域 的 基 个 局 部 坐标 系 te2，…，zn) 中 
寻求 切 向 量 耐 表示 成 坐标 行 的 形式 ， 这 时 可 把 所 有 光滑 函数 表示 
为 变量 (o5…。 sz 的 画 数 的 形式 ， 
| 理 2 任 一 C0~ 闫 光滑 函数 jz',…, 4") 可 表示 为 


BF (hy a) Gea) 


fe eh 2 + DD 


+ DY hlrlh,r, t) (rb) (rir), (23) 


sl 
其 中 s(x' 2 是 C 类 光滑 函数 ， 

证 明 ”我 们 写 出 恒等式 

2 sD + fe tee et), oy 
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23 i 2" — £3)) dat, 
并 在 积分 号 下 关于 t 进行 微分 ; 
fz, 一 (二 


[EC 
= 


=f {2b} De (24) 


在 此 等 式 右 端 之 最 后 一 项 中 函数 
le a) = eh te sh) st blend 
是 0" 类 光 济 函数 ， 赫 换 #1 一 5;, 得 到 
he (chs ee z= Cel i (25) 
现在 应 用 公式 (3 人 到 函数 名 (z'，…, 4) 本 身 , 得 到 : 
PC 
d=1 
(20) 
其 中 hs(0?, 52 中 是 0" 类 的 菜 些 光 沸 沙 数 ， 将 (26) 代 入 (2 中， 
并 考虑 到 (26) 
fe 


十 bp (ge) (2 ad) hes, 1"), 
t=l 
结果 , 得 到 所 求 的 表示 式 (23). 
引 理 3 没 f， 9 是 流 形 于 上 前 天 个 光 请 丽 数 ， 满 足 (Pe) = 
9《Po) 一 0， 则 对 点 Po 的 任何 微分 小 4A C9) =0 成 立 ， 
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证 明 引 理 3 立刻 由 牛顿 - 莱 伯 尼 兹 公式 (21)? 得 到 . 

现在 , 我们 转 到 定理 3 的 证 明 ， 扎 国 数 ,了 表示 为 (23) 的 形式 ， 
并 在 其 两 进行 从 分 运算 4， 由 于 运算 是 线性 的, 得 到 : 

4D fb sD AD DN eb A 


i=1 

+ 2 Ari zh) ri si) hle, 2)). 《27) 
我 们 指出 , 对 于 等 于 1 的 常数 函数 ,4(1) 一 4(1:1) 一 AC1).1 
十 1.4(1) 一 24(1)=0。 其 次 ,在 27) 的 最 右 端 和 式 中 ， 表 示 为 两 
个 函数 (x' 一 z 让 和 {21 一 2 有 )hiy(z'，…, a") 彝 积 的 每 一 个 被 加 项 ,在 
点 PoS 中 ,这 两 个 国 数 都 变 为 0。 所 以 根据 引 理 3, ACCz' 一 3) 人 
一 0。 于 是 ， 


40)= 避 A (28) 


因为 在 公式 (28) 中, 国 数 了 是 任意 的 , 所 以 令 &'= 408 一 的 )， 我 位 
得 到 这 样 的 向 量 直 - (51,…,8"), 使 


AD= DM, DE ED), 


现在 ,证 明 所 求 向 量 # 的 唯一 性 ， 者 找到 两 个 不 同 的 切 向 量 
中 使 4 月 = 中 月 一人 门 ， 那 么 设 2 一 2 一 #3e0, 对 点 PSM 
的 今 咸 中 0" 类 的 任何 光滑 函数 了 成 立 等 式 2(f) = 0. 但 是 ,这 是 不 
可 能 的 ， 事 实 上 ， 在 局 部 坐标 系 (z5…，s?) 中 ， 向 量 有 坐标 
(6 不 多 为 0 假设 和 大 0， 则 对 国 数 Feb 1 
2z9) 三 ze 得 到 ; 

0- 
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这 样 ,完全 证 明了 定理 3. 

定理 3? 建立 起 流 形 在 点 Pu 下 的 切 向 最 和 光滑 畏 数 在 点 Ps 
的 微分 运算 之 阐 双 方 单 什 的 对 应 。 所 以 我 们 能 给 出 切 向 量 的 第 二 
个 等 价 的 定义 : 切 向 最 是 流 形 上 光 请 函数 在 点 Po 的 给 分 运算 . 

例 这 里 把 在 菜 个 局 部 坐标 系 《21,…,2") 中 求 偏 导数 的 运算 


看 成 光滑 函数 的 微分 的 例子 . 祖 据 定理 3 ,运算 ;25 是 一 个 屿 向 量 ， 
其 开标 为 (0，… 1 …-; 0)， 这 由 1 在 指标 为 二 的 位 置 |:， 因 此 切 向 


让 ,5 构成 切 空间 了 eaf 的 基底 ,而 所 有 的 切 疝 节 8- 全 5 


可 分 解 为 线性 组 全 2 一 外 上 十 加 于。 这 个 方便 的 表示 式 在 以 
后 将 多 次 被 采用 。 


8. 切 从 


流 形 尖 在 点 Po 的 所 有 切 疝 量 的 集合 了 ,CM)， 如 我 们 已 经 向 
道 的 , 是 与 流 形 懂 维 数 相同 的 线性 室 间 ， 在 用 售 中 , 有 有 时 研究 流 形 
型 的 所 有 切 向 量 的 总 和 是 有 用 的 ， 很 晴 显 ， 这 个 总 和 表示 为 并 


U rn. 这 个 (暂时 还 不 是 拓扑 的 ?空间 记 为 了 (CH)， 并 称 为 


廊 肛 入 切 妇 ， 用 术语 “从 ”是 网 为 了 (WM) 册 许多 * 弛 维 "一 一 流 形 
在 各 不 同 的 点 西 的 切 空 间 一 一 组 成 ， 切 从 快 不 是 向 最 空 间 , 因 
为 不 同 “ 年 维 " 中 的 向 量 的 如 东 是 无 意义 的 .例如 , 若 流 形 开 是 下? 
中 的 二 维 曲 页， 那么 这 上 时针 Ca) 由 向 面 开 上 的 所 有 切 平 面 的 并 组 
成 ， 应 该 主意 到 , 曲 夯 的 切 平面 照例 是 相 变 的 ， 也 就 是 有 公共 点 ， 
但 基 按 了 (小 ) 的 定义 ,这 些 点 在 不 同 的 “纤维 "中 给 出 不 同 的 向 量 ， 
因为 这 些 向 最 的 起 点 是 不 同 的 . 

考虑 下 面 的 例子 ， 贺 周全 CR*， 在 图 12 上 指 册 了 贺 周 在 点 
134. 


图 12 图 13 


Po 和 go 的 两 条 切线 和 有 共同 终点 的 两 个 切 向 量 上 和 下， 所 以 ， 为 
使 切 从 了 (8 表示 成 安置 在 欧 氏 空 间 中 的 拓扑 空间 ， 必 须 转移 到 
三 维 司 间 Rs 中 , 并 月 把 圆周 的 切线 相对 于 平面 (z, 六 “转动 * 一 个 
角 ， 以 使 它们 不 再 相交 《参看 图 13)， 这 时 切 共 变 为 单 叶 双 井 面 
(几何 的 桂 面 )、 则 时 失去 了 切 空间 gr,080 “紧密 接近 " 干 网 周 的 
性 质 ， 我 们 好 象 “脱离 ?了 加 周 的 切线 并 “忘记 "了 '“ 帮 维 "应 当 切 于 
圆周 8 ， 为 使 FruitS9) 与 8! 相 切 的 性 质 不 失去 ， 关 及 使 不 同 < 年 
继 * 不 相交 , 可 以 将 切 从 嵌入 及 * 的 方 洛 作 不 大 的 改变 ， 这 不 龙 在 
整个 网 周 S' 上 上 能 名 做 到 的 ,而 仅 在 它 的 一 部 分 纹 上 可 能 做 到 ， 我 
们 把 狐 作 为 则 能 线 柑 入 及 中 , 这 时 蛤 施 线 的 切线 不 相交 (图 14)， 

我 们 考察 力学 的 菜 些 例子 ， 这 些 例 子 说 明了 为 了 描述 力学 的 
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体系 , 研究 非 平 凡 的 流 形 以 及 它 的 切 从 是 适宜 的 . 

例 1 考察 摆 的 平面 运动 , 即 用 绞 链 固定 其 一 端 药 刚 体 杆 (图 
15)。 这 有 峙 社 的 位 置 由 一 个 参数 确定 , 此 参数 就 是 杆 的 轴 和 馈 重 线 
之 间 的 角 9p. 因此, 丁 的 所 有 位 置 的 集合 是 圆周 8， 一 切 位 置 的 
集 含 称 为 构 形 空间 . 

考察 两 个 绞 链 的 时 一 一 两 个 用 绞 链 连接 的 杆 (图 16)， 摆 的 
位 置 由 岗 个 角 p! 和 :确定 ,而 所 有 的 位 置 的 集合 表 为 二 维 的 环 面 
一 81xS'， 图 17 表示 了 男 一 个 系统 ,在 这 系统 里 ， 构 形 空间 是 
做 入 BR? 中 的 闻 面 。 
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例 2 在 力学 中 ,通常 用 参数 组 来 描述 一 个 力学 系统 的 运动 。 
这 组 参数 描述 系统 的 位 置 和 其 各 部 分 速度 的 状况 ， 考 虑 到 速度 的 
力 芝 系统 的 所 有 位 置 的 集合 称 为 四 位 空间 ， 那 么 相位 空间 自然 地 
尘 同 于 构 形 空间 的 切 失 例如， 车 质点 在 二 维 球面 上 以 常数 模 的 
器 诬 运 动 ， 闭 么 相位 空间 在 此 情况 下 将 是 由 等 长 切 向 量 组 成 的 切 
从 的 子 集 . 

例 3 也 有 构 形 空间 和 相位 空间 的 更 复杂 的 例子 ， 例 如 ， 考 
察 具有 圈定 点 揭 刚 性 立体 ， 它 在 及 中 一 切 可 能 的 位 置 可 用 下 而 
的 方法 此 描述 。 在 刚体 上 固定 三 个 规范 正 交 向 量 如 ,84, 6， 原 点 
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在 固定 点 ， 那 么 ， 具 有 固定 点 的 刚体 的 任何 位 置 唯一 地 由 这 三 个 
向 最 ,94, 在 RR? 中 的 位 置 给 出 。 这样 构 形 空间 可 等 同 于 尽 " 中 
所 有 规范 正 交 基 棠 合 的 连通 分 支 。 


84 子 流 形 
现在 我 们 可 以 转 到 在 光滑 流 形 上 赋 究 微分 学 了 ， 数 学 分 析 的 
许多 重要 概念 , 像 函数 的 微分 ,临界 点 ， 隐 随 数 等 在 任意 的 光滑 流 
形 上 有 自然 的 推广 ， 在 光滑 流 形 的 一 般 理 论 的 范 肢 内 ， 微 分 学 中 
的 这 些 概 念 ,如 阔 数 的 微分 ,函数 的 实 度 ; 隐 函 数 的 理论 , 隙 数 的 正 
则 点 及 其 他 等 都 得 到 自然 的 解释 . 


1， 光 漫 映 射 的 微分 

光滑 函数 微分 的 概念 容易 转 到 读 形 土 的 任何 光滑 映射 的 
情形 . 

定义 1 设 拓 M1>Ms 是 光滑 流 形 的 光 沸 映射 . 8s 二 f(Po)， 
在 Po 及 f(PW) 的 邻 城 的 局 部 毕 标 系 中 ， 由 映射 了 的 Jacobi 矩阵 
所 定义 的 切 空间 Tp, 《M1) 到 切 宏 间 Yo,(M5) 的 线性 上 映射 秋 为 光 
少 映 射 了 在 点 PSM 的 微分 df。 

提醒 一 下 ,在 §2 中 定义 了 前 数组 妨 一 月 (人 9 一 
捕 人 52 的 了 Jacobi 抵 阵 为 偏 导数 组 成 的 算 阵 : 


1 
ar! Bz" 
a ,of 
Eg Er 


王 是 ,车 (人 2 是 蔬 形 1 上 在 点 西 的 倒 咸 中 的 局 部 坐标 系 ， 
p29 是 流 形 天 2 上 在 点 a 的 分 式 申 的 局 中 华 标 系 ， 则 映射 


w 1357， 


了 表示 为 坐 穆 畏 数 组 yr 二 六 (yw!)…,?")， 而 切 空 间 Tp,《 了 HY) 和 

Tos Ca) 分 别 表示 为 长 为 # 列 各 列 的 算术 空间 ， 这 时 设 切 向 量 
让 ra CN) 具有 坐标 (6 wy 5") ,而 向量 从 Tos Ca 具有 妈 标 (5 
1 站 。 车 必 一 2Fr 人， 则 


af! af! 
(PY) + (Po) 


了 如 
( 上- nt : 、 {1) 
1 让 
上 面 提 到 的 微分 zf 的 定义 1， 看 起 来 依赖 于 点 PEM 和 Qs& 
了 1: 的 邻 城中 的 局 部 毕 松 系 的 选择 ， 而 事实 并 不 是 这 样 ， 为 了 说 
明 这 一 点 ， 我 们 还 应 读 青 取 点 PosA; 和 gu 对; 的 邻 瑾 中 的 - -对 
局 部 级 标 系 , 并 利用 切 铅 最 坐标 变换 的 张 量规 则 ,验证 微分 的 不 杰 
性 . 我 们 按 另 一 种 方法 进行 这 里 上 有 三 种 在 滨 形 W 上 定义 切 向 及 
的 方法 . 这 些 方法 中 有 一 种 根本 没有 任何 局 部 坐标 系 参 与 其 中 , 这 
就 是 道 过 隐 数 的 微分 运算 来 定义 切 向 量 的 方法 , 所 以 ,如 果 改 们 用 
光滑 函数 的 微分 的 术语 重新 狼 述 定义 1 ， 那 么 就 自动 地 得 到 映射 
了 的 微分 与 流 形 Nt， 和 az。 中 局 部 坐标 系 选 取 的 无 关 性 . 
引 理 1 设 ai 一 ad: 是 光滑 映射 f(D,) =Qo，SeT;。 QU) 
是 流 形 ,在 点 P 的 切身 量 ,7 二 中 pC 如 是 流 形 MY, 在 点 Bi 按照 
定义 的 意义 的 切 向 其 ， 则 对 流 形 下 ,上 的 任何 光 洛 函数 9 ， 下 
列 关系 式 被 满足 
(9) (yo 用， (2) 
证 明 按照 宅 义 ,必须 在 流 彤 到， 和 及 ;的 点 Po 和 @o 二 f(P,) 
的 邻 城中 分 别 取 局 部 维 标 系 (25 ,4 中 和 (9 …,y"), 于 是 陕 射 了 
用 求 数 组 g* 一 (zx!，…, x") 末 示 ; 隙 数 9 由 光滑 的 坐标 的 函数 9 一 9 
(C9009) 代 本 ,网 屋 具 有 弘 标 (各,…, 和) 而 内 是 j 贞 有 维和 标 005 
Iige 


0， 于 是 


1 = 
t=1 


9 ,3 Te 
B90) = Tas 0D gar gers) se 


人 


p32 $4 (yf (PO)! 


下 


2 Yo 人 (站 one 
对 上 列 区 区 应 用 公式 (1), 得 到 : 
> La) 、 
ge) = BH -10). 


引 理 1 被 证 明 完 毕 ， 
以 关系 式 (2) 作 为 映射 伍 分 的 定 多 , 即 仿 
afootd) (0) =icgof), (3) 
根据 引 理 1, 我 们 得 到 结论 : 运 沉 9>dfpy( 让 (9) 是 流 形 MM 上 的 
务 数 在 点 @ 的 微分 运算 ， 即 是。G3) 是 浪 形 更; 在 点 gu 的 切 向 内 ， 
根据 公式 (1), 这 与 定义 1 是 一 致 的 ， 于 是 ， 定 义 1 与 局 部 坐标 系 
的 选择 无 奖 . 
最 后 ,我 们 来 考察 上 面 用 密切 由 线 更 术语 的 切 向 量 的 定义 . 
引 理 2 设 f:M1->MM; 是 光 清 映 射 ， 4 一 fCP)，y 是 流 形 
MM 上 过 点 Pi 的 光 请 册 线 ,9 是 和 上 的 光滑 函数 ,设计 = 之 (10) 广 
一 时 ra (及 于 是 
HC0) = gf OD Nin. (4) 
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证 明 通过 流 形 末 :和 好 的 某 个 局 部 坐 标 系 人 539 和 (9 
…539 来 证 明 对 所 有 坐标 系 部 适 仓 的 引 理 2. 设 所 有 的 前 数 和 向 
是 和 至 标 下 具有 引 悍 1 中 国 样 的 表示 式 ， 而 7 要 一 (IJ，…， 


CD) 台 - 允 (t， 于 是 
(9) = DIS (0 , 


| = 


37 
= D0 DB PE = DO) = (0). 
T=1 4=1 C=1 


引 理 2 表明 了 荐 切 向 量 上 表示 曲线 》( 旨 的 切 向 量 , (to) =EET;， 
(2 那么 它 的 象 表示 流 形 W。 上 曲线 了 (y(t)) 的 切 向 量 ， 此 外 ， 
由 引 青 2 得 到 ,车 曲 线 v(t) 和 ps(t) 在 点 PiEai 密切 , 则 它们 的 
象 f(t 和 ya( 二 )) 在 颇 QJEM1; 也 密切 ， 所 以 ， 了 映射 的 微分 
可 以 定义 为 这 样 的 映射 :使 点 Ps 的 密切 曲线 束 {?(t)} 对 应 于 流 
形 M, 上 过 点 Qo 的 包含 所 有 曲线 {f(y(2))) 的 密切 曲线 索 , 但 是 ， 
在 用 后 一 方法 定义 微分 时 ,映射 了 的 向 分 df 为 什么 是 切 空间 之 
间 的 线性 映射 , 这 是 不 明显 的 ， 图 18 表示 陕 射 J(z, = (x,8)， 
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下 下 人 下、 同时 很 明显 ， 在 Po= (0, 站 密切 的 曲线 束 ,在 映 和 刻 了 
尺 ,没有 包含 在 Go 窗 转 的 所 有 哟 线束 , 

便 1 把 交 诸 晴 数 天) 乔 作 流 形 问 的 光 汪 映射 产 卫 一 
及. 于 是 按照 定义 1， 微分 就 是 由 公式 (1 ) 给 出 的 了, 及 = 有 &! 到 
Treo (RD 一 下 : 的 线性 里 射 ， 即 9 一 人 z)E， 在 煞 学 分 析 中 ， 国 数 
fz) 的 微分 理解 为 溪 数 了 增 一 的 织 性 部 分 ， 它 是 两 个 儿 立 变 攻 的 
清 数 :同一 了 7) 和 r, 因 此 , 令 下 = 名 二 = 六 我 们 得 到 概念 的 一 致 

例 2 考 讲 4 个 独立 变量 的 光 请 函数 一 jc， 与 一 
个 变量 的 孙 数 一 梯 , 把 它 表 示 为 流 形 的 光滑 趴 里: 尼 "> 恨 ， 于 是 


图 19 
陕 射 了 的 考分 是 切 空 间 的 线 尾 映射 2fpo :75 CR") = R"->To,(RR') 
一 及 ,这 里 二 (za,wo52 人 和， 一 了 (2 ,X89)， 微 分 2fp, 在 局 


no 
部 各 标 中 由 公式 4 辣 28+ 给 出 ， 另 一 方面 ， 的 数 了 的 微分 是 
b=1 


函数 的 增 量 的 线性 部 分 ， 它 是 两 组 独立 变量 Cz，，…,，z") 和 (dz'， 
氏 疏 的 阔 数 : 


=) = > ft, ,2 drt, 
令 姑 = 帮 59= 二 ,我 们 得 到 函数 的 微分 与 它 作为 流 形 的 映射 的 缴 
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分 这 两 个 概念 是 一 致 的 ,此 外 ,微分 dm 的 短 阵 是 映射 了 的 了 8cobi 
第 陈 ， 而 从 另 - 方 而 也 是 函数 了 的 摘 度 gradf; 这 样 ,了 的 梯度 就 
是 在 规定 的 垒 标 系 中 微分 的 短 阵 邮 rw， 很 清 起 ， 在 坐标 变换 时 函 
数 了 的 娣 度 的 分 量 也 将 改变 . 

例 3 考察 光滑 函数 一 f(z'，…, 2 中)， 并 设 Po 二 (24，…,23) 
是 函数 的 极 值 点 ,二 是 分 析 中 一 个 定理 说 ， 这 时 gradfp。=0. 在 
我 们 的 术语 中 ， 这 就 是 说 ,afao= 0， 这 个 结论 推广 到 和 任 耸 流 形 的 
情形 ， 老 在 点 PsEM 光滑 函数 了 达到 局 部 极 大 值 , 则 ijro= 0, 这 
种 情况 在 流 形 的 现 论 中 得 到 新 的 阅 明 ， 在 欧 氏 空间 的 区 域 中 ， 总 
是 存在 这 样 的 光滑 函数 ,使 其 砂 度 在 经 一 点 不 为 0,8radf 关 0， 而 
对 光滑 访 形 来 说 已 不 是 这 样 ， 鲍 如 ， 在 二 维 球面 82: 上 ,对 所 有 的 
光滑 函数 了 来 说 , 其 微分 df 至 少 存 队 点 为 0， 函 数 耻 的 极 大 值 点 
流放 形 ,站 么 对 所 有 的 交 没 


图 2 图 21 
人 4 了 :RR"->P" 是 线性 映射 ,这 个 呐 射 用 坐 际 可 写 为 簿 隆 欧 
形式 : Y=AX， 
"142+ 


y! z! it {ln 
了 | 

4" Hm] mn 
那么 ,很 明显 , 喘 射 站 的 Jacobi 青 阵 (也 就 是 微分 时 wo) 就 是 短 阵 
4 换 句 话说 ,ar 对) = 下 ， 具 实 这 是 不 柯 怪 的 .车 把 微分 zj。 
也 想像 为 在 许多 自 变 量 情 况 下 映射 增 量 的 线性 部 分 , 那么 ， 令 AX 
一 名 AY 二 A( 下 十 A 久 ) 一 A 中 二 AA 有。 于 是 ， 增 量 AP 本 身 重 等 地 
与 其 线性 部 分 一 致 ， 于 是 线性 映射 的 微分 不 依赖 于 点 PoSR". 


2 映射 的 局 部 性 质 和 微分 

在 数学 分 析 中 已 绿 指明 了 光 江 函数 的 重要 性 质 ， 供 助 于 函数 
不 “点 微分 的 性 质 可 以 确定 这 一 点 的 整个 邻 域 ( 虽 然 , 也 许 这 个 分 
域 还 是 很 小 的 ) 中 的 类 似 性 质 ， 例 如 , 浇 函数 的 导数 了 (zo) 是 正 
的 ,六 (zo0) >0, 那 么 在 x 的 小 邻 城中 函数 了 递增 , 要 问 : 徐 商 jz) 
>0 和 函数 了 在 点 zo 的 邻 城中 递增 这 两 个 性质 的 类 似 性 是 怎么 
回 事 ?车 条 位 产 (to) 之 0 用 下 面 的 方法 叙述 ， 这 个 类 似 性 是 容易 看 
出 来 的 :函数 了 在 点 mn 的 微分 是 递增 的 (线性 的 ) 函数 ， 那 么 分 
析 中 的 定理 将 以 下 面 的 方式 表示 : 若 阔 数 / 的 微分 在 点 zt 严格 


著 谨 隐 国 数 定理 作为 第 一 个 例子 ， 对 方程 f(z, 幻 =0， 若 在 某 点 
(zg4)， 有 fCaogw) ==0, 并 且 加 fCzo yo) 天 0, 则 方程 Jz,) 一 0 有 
解 y=JCz), 我 们 举 试 把 隐 函 数 的 定理 条 件 用 微分 的 术语 来 叙述 
序数 在 点 (zo 如 ) 的 微分 为 ; 

DACRE EL 
在 方程 (vg) -0 中 ,以 涌 数 皇 的 微分 代 茜 清 数 ,并 且 孝 赛 新 语 


方程 fcoso 一 0， 这 新 的 方程 关 开 新 的 变量 (并 , 杂 ) 是 线性 的 , 且 
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Heo 40) 三 二 ce, #0) = =0. (5) 


下 等 价 于 方程 (5) 有 解 ， 所 以 隐 函数 定理 可 


1 二 9 Ce 员 抽 站 中 关于 二 有 明 
现在 我 们 可 以 叙述 在 分 折光 滑 流 形 和 它 的 哑 射 时 有 用 的 原 
报仇 且 大 个 性 质 ， 则 跨 射 本 


让 大和 从 基 可 更 直 线性 人 原理 第 一 个 
名 称 指出 ， 在 映射 的 小 的 非 线性 变化 下 ， 线 性 映 时 的 性 质 是 保 社 
的 ， 当 然 , 这 个 原理 不 是 对 所 有 的 性 质 都 是 正确 的 , 但 我 们 不 殉 证 
忆 应 用 的 沙 围 ， 这 里 我们 引证 极 重 要 的 联系 映射 和 它 的 微分 的 
定理 

我 们 从 闫 于 流 形 的 隐 函 数 定理 开始 . 

定义 2 设 f:MM->Ms 是 光滑 映射 车 映射 的 微分 dfs。: 
Ti (MD)>Poo (M2) ,Gu= (Po)，, 是 满 同志 @, 即 映射 到 伦 个 室 间 
Too(M2) 上 , 则 称 点 PuEM ,是 映射 了 的 正则 点 ,车 原 象 fy 中 
所 有 的 点 西 都 是 睹 射 了 的 正则 点 时 ， 则 称 QoSNY; 为 映射 了 的 正 
则 点 . 

定义 2 刑 映射 铀 分 这 个 新 的 不 变 的 术语 挨 述 了 关于 隐 函 数 定 
更 的 条 件 , 实际 上 , 在 点 Po 的 邻 域 中 的 局 部 坐标 系 (zl …yan) 下 ， 
和 在 点 Q。 的 邻 域 中 的 局 部 淮 标 系 (9 …,9m] 下 , 映 射 上 表示 为 一 
组 范 数 六 =f*(z'， nz， 我 们 把 这 些 等 式 看 成 方程 

f(r) = 


全 民 文 为 Bmpomp$gam 一 一 说 注 . 
“11: 


es 6) 
fr 
因为 Po) 二 Qo Po 一 (Ci 2 ,90 王 (993)) 所 以 虚 Po 是 
方程 组 (6) 的 解 。 于 是 , 隐 函 数 定理 ( 32, 定理 2) 给 出 存在 解 的 条 
件 为 : rankdf 一 m， 从 而 ,映射 的 Jacobi 矩阵 的 秩 , 或 同样 的 ， 
微分 df r。 的 矩阵 的 秩 等 于 切 空间 Too( Ms) 的 维 数 ， 这 就 是 说 线 
性 映射 好 是 满 同 态 ， 所 以 32 定理 2 可 以 作 如 下 的 推广 , 
定理 1 设 fi 于 >MYs 是 光滑 流 形 的 光滑 映射 ,8oE 耻 ;是 上 映 
射 于 的 正则 点 ， 则 原 象 了 Ls= 了 ' C0) 是 光滑 流 形 ，dimHs=dim 
寻 一 dimas。 此 外 , 可 以 了 好: 上 的 某 些 局 部 坐标 作为 流 形 对 * 的 
局 部 企 容 , 
证 明 ”为 证 明 习 是 流 形 ,在 每 一 点 PoEMs 的 邻 域 中 应 用 $2 
定理 2 即 可 ， 我 们 得 到 ， 每 一 点 PsEMs 容许 有 邻 域 03Ps 同 是 
于 欧 民 空间 BR" "的 区 域 , 这 里 ?= dimy 后 二 dimM。。 此 外 ,可 
以 取 流 形 刺 ! 在 点 Po 的 邻 域 的 局 部 毕 标 (Vf'，…,w") 中 的 基 (n 一 2) 
个 坐标 作为 邻 域 吕 中 的 局 部 坐标 , 若 这 些 坐 标 是 (ze sz 那 
么 其 它 的 坐标 (z9 在 Ms 上 可 表示 为 (x ,zm) 的 光滑 函数 . 
由 此 得 到 如 是 光滑 流 形 ， 实 际 上 ， 设 (5 的) 是 流 形 邮 上 的 
另外 的 坐标 系 , (9 ，…,99"-") 构 成 Ls 上 的 局 部 坐标 系 ， 则 
= (py) 
= (gy es em) eg ty) 
大 交 证 国 数 , 这 就 是 要 证 明 的 ， 
剩 下 还 要 给 出 与 线性 胰 射 的 一 个 性 质 一 一 春 同 是 @ 香 类 似 的 
性 质 ， 
定义 3 设 记 Me>as 是 光 潜 映射 ， 著 在 每 一 点 PEMi， 微 
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分 好 piTz (MD)>Trpy (Ba 是 态 同 胚 , 即 是 到 自己 的 象 的 双方 音 
和信 的 喘 身 ， 则 称 峡 庙 为 温和 人， 此 外 ,如果 映 射 了 双方 单 值 地 映射 
MM 到 它 自己 的 象 fCE) 上, 并且 了 (MD 是 闲 集 @， 则 映射 了 称 为 
是 嵌 人 ， 这 时 象 CW1) (就 如 同好 一样) 称 为 波形 Jrs 的 子 流 形 ， 
例 5 根据 定理 1， 陕 射 f: ago-> ms 的 正则 点 的 原 象 基 子 流 
形 ， 实 际 上 ， 可 以 到 外 转 流 形 a 的 某 些 局 部 坐标 作为 W 的 局 部 
举 标 系 ,那么 在 局 部 坐 际 中 , 恒 竺 | 


映射 p: 阳 > 如) 为 ” 
Hl 
es 安 
本 
gp ey, 
人 画 22 


所 以 Jacobi 矩阵 dg 中 包含 了 单位 方 阵 块 . 于 是 rankdgp 一 2 一 my 
妈 go 是 态 问题 , 
例 6 考察 喘 射 1:5'>R*， 它 由 公式 了 (89) 一 {cosy, sin29} 


给 出 ， 速 许 疝 最 等 于 4 一 { 一 siagy2cos2p} ,并 且 在 任何 点 不 等 


对 0， 妈 Jacobi 第 阵 的 秋 等 于 1， 所 以 了 是 浸入 (参看 图 22) 
名 22 中 搞 绘 的 沿线 是 双 时 玫瑰 (TSeeay) 图 的 一 种 ， 并 县 可 能 
于 示波器 上 在 垂直 和 水 平 扫 挠 亚 弥 曲线 的 信号 时 得 到 . 


3. Sard 定理 
在 上 一 段 中 , 我 们 表明 了 , 如何 根据 微分 的 性 质 推出 光 沸 映射 


企 省 的 蔬 中 无 MEY 中 谢 灶 的 条 纤 ， 而 有 此 条 件 时 则 称 为 正则 子 沪 形 , 这 里 的 
子 襄 形 即 正 则 子 沪 形 一 译注 - 
1456。 


的 局 者 性质， 相反 ,在 某 些 情 况 下 , 可 能 根据 映射 本 身 的 性 质 推 出 
微分 的 性 质 ， 例 如 , 沙 大 Wi 型 : 是 光 江 同 是 ， 则 如 SI1(3 3) 
中 已 经 表明 的 ,微分 df :TpCM1) 王 Trcp) (了 2) 是 癌 构 ， 现 在 ,我 们 
考察 在 甘 种 辣 义 下 是 定理 1 中 所 解决 的 相反 的 问题 ， 设 天 于 :一 > 
J4: 是 流 形 民 , 到 整个 流 形 好 。 上 的 光滑 映射 ， 邯 大 基 站 一 弄 昌 这 
样 的 映射 可 认为 是 类 似 于 线性 映射 的 满 同 态 ， 那 么 ， 可 以 提出 问 
题 : 微分 6f:Tp( 用 D>Picey (Ms) 是 满 同 态 吗 ? 可 情 , 不 是 这 样 
细 看 下 面 的 例子 ， 设 MM)= 到 ?一 及 5 fiRL> 尽 jz) 一 apzE 尼 L 
则 于 是 光滑 映射 ,并 且 大 及 ) 二 县 和 .但 是 ,在 点 z=0, 微 分 947-:0， 
这 就 是 说 不 是 满 同 态 ， 而 在 其 他 一 些 点 ， 微 分 时 = 3zsdz 是 满 同 
态 ， 从 考 赛 的 例子 中 ， 可 以 预料 到 所 提问 题 的 一 般 竺 案 ， 我 们 把 
它 叙 述 为 下 面 的 结论 . 

定理 2(Sard] 设 产 籽 -> 江 *。 蚌 紧 履 流 形 间 的 光滑 刺 射 ， 于 
是 ,映射 子 的 正则 点 8E 时 的 集合 如 是 处 处 黎 密 的 开 和 集 . 

在 证 明定 理 2 之 前 , 考察 几 个 例子 

例 7 设 廊 肌 一 及 ,FTz)=e 一 const， 在 此 情形 下 ,微分 好 
在 任何 一 点 都 不 是 满 同 态 .但 是 ,各 帮 尽 ) 用 一 点 4 组 成 ,就 是 说 ， 
校 照 定义 ， 所 有 的 点 y 产 a 都 是 下 则 点 (因为 f7!( 胃 8)， 于 大 - 
正则 点 的 集合 是 处 处 稠密 的 开 集 . 

例 8 设 f:R'>R' 是 存 限 的 光 潜 凋 数 . 设 F={z: 了 C7) 
二 0}， 集 全 也 是 闭 集 ， 象 (下 是 紧 致 集合 ,并 且 是 由 所 有 的 非 正 
则 点 组 成 ， 我 们 证 明 f(F) 无 处 秽 密 , 车 这 不 对 ,那么 具有 内 点 yE 
f(), 即 点 y 和 它 的 某 邻 成 一 起 在 世相 中 ,YEDCf(P)， 因 为 了 
中 有 限 的 函数 ， 所 以 象 故 本 在 某 个 革 间 的 象 天 [es 妇 ) 中 . 换 句 话 
说 ,证 明 当 闻 二 了 介 [a 四 时 ,了 (7) 无 处 册 密 就 是 够 了 ， 沈 VD 疡 
是 集合 玉 的 某 个 邻 束 ,CC{ 一 29, 2q)， 于 是 了 (P 包 含 了 成 已 

7 


就 是 说 , 可 以 找到 点 zEP ,使 产 x) 的 绝对 值 大 于 。==diamU /4a@. 
缩小 令 域 斑 , 得 到 点 列 x,EF， 不 类 一 般 狂 ,可 以 认为 zn->woSF, 
此 时 天 人 ro 一 疡 (zo)， 即 1 (ze | 莹 8 这 与 下 列 条 件 序 盾 : 在 点 
EF'TE, f(r0) =0, 

用 更 一 般 的 方式 叙述 定理 2 更 为 方便 :车 了 CM 有 KH 是 紧 致 集 ; 
由 韭 生 由 点 组 成 ， 则 保全 信友 无 处 狠 密 ， 我 们 指出 ， 只 要 当 下 
是 欧 氏 空间 的 半圆 盘 邻 正 时 丛 明 定 埋 2 就 可 以 了 , 实际 上 ,用 有 限 
图 册 U0。 镍 六 从 并 取 V。CP。C5U, 使 V, 问 版 于 欧 氏 空间 的 贺 盘 ， 
设 GCM; 是 映射 了 在 Fa。 上 的 正则 点 的 集合 、 则 交 G= 门 G6 是 
整个 映射 的 正则 点 的 集合 ， 若 G 是 处 处 猎 密 的 开 集 , 则 日 也 是 
处 处 稠密 的 开 集 。 我 们 移 取 较 细 的 阁员 U0。, 使 象 C2,) 在 流 形 台 ， 
的 一 个 赂 证 ; 中 ， 那 么 对 映射 站 :0 一 亚 ; 在 P。 上 的 正则 点 斌 
其 定理 2 即 可 ， 实 际 上 , 若 GC 栈 ,古里 射 Ve 的 正则 点 的 集合 ， 
则 GU (CMFCPo)) 是 蜂 射 J:0。> 了 H, 在 了 -上 的 正则 点 的 集合 . 
于 是 , 设 鼠 是 响起 Dr 在 R" 中 的 邻 域 ，f:V> 有 BR" 是 光 渭 映射 我 
们 证 明 , 当 PP 但 '(y) 由 于 则 点 组 成 时 ， 点 ER* 的 集合 是 处 处 
秋 密 的 开 集 ， 

引 理 3 定理 对 好 =1 时 是 正确 的 . 

证 明 设 FCD* 是 函数 了 的 非 正 则 点 的 集合 ， 于 是 了 () 是 
紧 致 的 ,并 且 包 含 了 函数 了 的 所 有 的 非 正 则 点 . 我 们 证 明 忌 :NF (本 
处 处 得 密 ， 车 不 是 这 样 , 则 可 以 找到 区 间 了 Cj( 访 .固定 5>m 并 
考察 使 函数 后 到 阶 ( 包 括 二 阶 ) 的 所 有 偏 导数 等 于 0 的 点 集 本 . 
者 么 ,在 任意 点 8EFi 的 邻 域 中 把 函数 了 按 泰 勒 公 式 展 开 , 得 到 信 
让 |f9) —fr) | Cs)’, 而 且 常 数 C 不 依赖 于 点 YEF。 和 
zE 的 选择 . 这 就 是 说 ,如 果 用 边 为 1/N 的 立方 体 覆 盖 集 合 F, (这 
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些 立方 体 的 个 数 不 超 过 和 N") ,那么 象 KZ 被 一 些 区 间 覆 莹 ,而 且 
每 一 个 区 泣 的 长 度 不 超过 数 2(V #)x*C/N+ 于 是 ,所 有 这 些 区 闻 
长 的 和 不 超过 2(CV 9#)*0/Nem 并 且 当 Neo 时 ， 趋 于 0.， 这 就 
是 说 ,集合 f(Fs) 无 处 稠密 ， 

集合 五 的 剩余 部 分 , 即 FF\F, 可 表示 为 有 限 个 子 集 系 的 并 , 子 
集 系 中 的 每 一 个 子 集 都 在 由 下 列 方 程 


Ci l= Lh 
ar 1 i= i 


之 一 所 给 出 的 子 流 形 中 ， 事 实 上 , 设 Pi -，: 是 五 中 使 


好 #1 
了 =0, erad55 Ger, (0) 


成 立 的 点 的 集合 很 明显 ,PN 一， 人 Pei . 另 一 方面 
集合 可,,-， 1 在 满足 条 件 (6) 的 点 组 成 的 子 广 形 玉 1.4。 上 ， 子 
流 形 Mi 的 维 数 小 于 n， 所 以 在 应 用 妇 纳 法 时 ， 可 以 认为 
下山 3 对 Wai-o 成 立 ， 子 是 ， 集 合 J(Fs) 不 覆盖 区 彰 ， 就 是 
说 可 以 找到 邻 域 态 汪 ,使 了 CD) 不 米 六 区 间 D， 设 +… ls 
一 1， 于 是 ,14ND 在 流 形 Min 中 是 紧 致 集合 ,并 且 
所 以 HPioreapNBe 不 疆 益 AD ， 即 JPsUB ea 不 覆 


盖 V. 于 是 ， 有 这 样 的 邻 域 0,DPsU | Po 全 


Hts < 


了 人 5 不 覆盖 区 间 耻 。 所 以 集合 Fis enND。 当 五 十 …… 十 za=s 时 ， 
在 映射 + 下 也 不 模 蓉 差 集 F\J(PsU。 ,就 是 


tmtin ch 


涪 ,f(rU [| 1.) 不 覆盖 区 间 了 ， 在 有 限 的 步骤 内 ， 


站 
我 们 得 到 f(P] 不 神 莹 『. 
应 用 引 理 3 对 mn 用 归纳 法 来 证 明 对 函数 组 户 C 一 及"， D'CU， 
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乒 本 = (天 (下 "(CP)) 情 况 下 的 定理 2， 因 为 有 i 是 光滑 炒 数 ， 
所 以 根据 引 霸 3 ,函数 下 的 正则 值 的 集合 G, 是 开 集 ,并 且 在 及! 中 
处 处 秽 密 ， 设 痢 EG1, 入 = (站 ) -'Cy， 根 据 定 埋 1, 集合 六 是 光 
少子 流 形 ， 它 在 喘 射 了 下 映射 到 超 平 面 R"” 中 ， 那 么 , 当 且 仅 当 
点 (79 和 是 瑞 射 子 的 正则 点 时 ,点 ( 强 ，…， 锅 ) 是 映射 了 IN 的 
正则 点 。 根 据 归纳 甘 的 假设 ， 关 于 映射 丰 立 是 正则 的 点 (到 
3 和 的 集合 在 及” + 中 好 处 彻 二， 于 是 ,基于 了 映射 了 的 正则 点 的 集 
合 在 RE” 中 也 是 处 处 稠密 的 。 为 证 明正 则 点 的 集合 是 开 集 ， 我 们 
只 须 指出 正则 点 的 原 象 六 门 三 (91 …， 纯 ) 是 紧 致 的 ,并且 在 其 每 
一 点 ,映射 了 微分 的 箱 阵 的 某 个 子 式 不 竺 于 0。 因 此 ， 对 任何 充分 
近 的 点 (9 …,#?); 原 象 D" 人 (如,…,91) 在 集合 DNf'C93， 
…,8 外 的 充分 小 的 邻 域 中 ， 即 所 指 的 那个 子 式 不 等 于 0。 这 也 就 
在 说 , 映射 了 的 下 则 点 的 集合 是 开 集 ， 定 还 2 证 完 . 

我 们 性 岁 光 滑 映 射 用 开 > 几 2，dim 了 , 之 dim M2 作为 Sard 
定理 的 应 用 ， 这 时 任何 点 PE 都 不 可 能 是 正则 点， 这 就 意味 
着 象 了 Hi) 在 股 ; 中 无 处 现 蜜 ， 特 别 , 映射 了 的 象 不 覆盖 流 形 af，， 

注 Sard 定理 可 推广 到 眉 紧 致 可 分 离 流 形 ， 但 这 时 正则 点 
的 集合 不 必须 是 开 集 ， 而 仅仅 是 可 数 个 处 处 移 窗 的 开 集 的 交 、 这 
样 的 集合 称 为 6- 集合， 由 一 般 拓 扑 学 知道 ,可 数 个 在 县 " 中 处 处 
稠密 的 于 集 的 交 总 不 龙 空 集 , 并 且 是 处 处 称 密 的 .因此 ,对 非 紧 致 
流 形 正则 点 的 集合 不 是 空 集 ， 并 且 是 处 处 稠密 的 . 


4， 流 形 在 欧 氏 空间 中 的 媒人 

我 们 用 Whitney 定理 米 结束 这 一 节 , 这 定理 指出 任何 紧 致 芒 
形 雪 肴 作 足 况 犬 维 数 的 欧 氏 空间 的 子 流 形 . 

定理 3 设 开 是 光 请 紧 致 访 形 , 则 对 适当 选择 的 纹 数 入 ,存在 
媒人 wp: 有 一 下 
3D， 


证 明 设 { 记 3 是 有 限 的 图 册 ，(*2 2552 是 图 go。 中 的 局 
部 华 标 系 ， 不 失 一 般 性 。 可 以 认为 图 5 同 胚 于 半径 为 1 的 球 太 
CR"， 而 县 坐标 (x2,…,73) 实 现 了 几 0V。 到 球 D" 上 的 同 肛 p。 上 
次 , 可 以 认为 球 D” 在 有 "中 ,并 月. 不 包含 坐标 原点 ， 借 助 于 R" 中 
的 平行 移动 ， 这 是 可 以 达到 的 ， 然 后 ， 设 DICD" 是 半径 小 于 刀 
的 半径 而 与 zr 有 同一 个 中 心 的 球 , 而且 开 集 Vs 一 pz (DCPe 赣 
盖 流 形 玉 . 设 了 是 丽 * 中 的 光滑 函数 ， 在 到 上 它 便 等于 1T1， 并 及 


suppfCa"， 于 是 , 设 

spy Mf (galP)) RECP), PEU, 

"= 0， PEU,, 
很 明显 ， 潮 PEUs， 有 关 (P)》 = 如 (P)， 我们 得 到 光滑 范 数组 
(站 }， 共 三 二 站 个 图 数 ， 这 组 函数 联 列 地 给 出 了 映射 流 堪 
订 到 欧 氏 空间 及” 的 映射 9: 9《P) = {ys(P)}ER*N， 我 们 证 明 映 
射 9 的 微分 的 秩 在 每 一 点 都 等 于 mn， 设 PE 是 任意 点 ，V43P， 
(zz3) 是 局 部 坐标 系 ， 瞎 射 9 在 点 P 的 Jacobi 惩 阵 ,在 局 部 
内村 系 (s…52 信 中 由 偏 导数 [他 《和 组 成 . 特别 , 老 8=&, 则 


有 


新 Cp) 0} Cp) =6}, 


即 映 射 9 的 Jacobi 拓 隆 含 和 n ,及 的 单位 短 阵 块 ， 因 此 ，rankdg 
= 
二 是 ,映射 9 是 浸入 ， 为 使 映射 9 是 谷 和 人 ,还 必须 使 不 同 的 点 
卫 和 晶 转 变 为 不 同 的 点 9tP) 和 gC8)。 我 们 作出 新 的 映射 了 (P) 
二 {498(P), f(ga(P))}ER”*". 按照 与 9 同样 的 理由 , 它 也 是 洲 入 . 
现在 设 天 @ 是 流 形 上 两 点 ， 考 虚 这 样 的 a, 使 f(gs( 忠 )=1， 若 
fpa9)) <1, 则 8(P) 隆 9(8); 荐 丰 go 的 ) 王 1， 则 3( 一 从 
CP)， Yh(@) =x5(@)， 卉 且 对 某 个 序号 尹 的 坐标 (ro zs) 有 
“151* 


仿 {) 关 x2(9), 即 98(P) 声 5(9)， 于 是, 映射 站 用 ~>R*'* 是 双 廊 
单 值 的 浸入 , 即 嵌 入 ， 定 理 3 证 完 . 

于 是 ， 任 何 光 清 紧 致 流 形 姑 可 看 作 柑 入 欧 氏 空间 及? 中 的 子 
流 形 , 维 数 六 为 某 个 足够 大 的 数 ， 事实 -上 上， 欧 代 空间 R* 的 维 数 本 
质 上 可 能 大 为 减少 ， 例 如 ， 球 5* 腾 入 BR"*! 中 ， 而 环 面 了 "内 入 
及” 中， 射影 平面 情 P? 不 能 嵌入 RR 中 , 作 是 可 以 是 在 豆 中 的 构 
人 .实际 上 , 设 (z1:22:23) 是 点 了 在 RP? 中 的 齐 次 坐标 ， 设 


如 了 
y's = ; 护 一 4 
I wi 二 vr iri te 
+ Ea 
十 区 二 余人 2 十 区 十 了 了 十 2 十 z 


我 们 得 到 映射 9:RP’>RS,g(P)=g (ni:r2:73) = (9 ,9 9! 
六 ,9 中 ,其 实 ,映射 7 的 象 在 线性 子 空间 R85CR' 中 ,及 ?由 方程 六 十 六 

十 1 给 出 . 我 们 来 验证 9 是 温和 人 , 即 微 分 dy 在 每 一 点 PERP? 是 
态 同姓 . 痪 名 话说 , 必须 指出 在 任何 局 部 坐标 系 中 映射 9 的 Tacobi 
矩阵 的 秩 等 于 2 ， 映 射 的 所 有 坐标 国 数 关于 齐 次 坐标 (mi :za:za 
的 排列 是 对 称 的 、 所 以 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 在 点 PsERP? 的 邻 
域 中 ,去 0, 并 且 因 此 在 w=1 时 ， 留 下 的 坐标 ro zs 可 以 作为 局 
部 坐标 系 。 我 们 计算 映射 9 的 Jacobi 征 降 ; 


一 2zs 一 27s 
2za 人 1 二 7 一 278z3 
d= 0 —2737 2xaC1+22) 
(1~2x2+28) 一 2zszs 
Toll—2z1+28) zl+a2—23) 
一 2raxs (1 二 xz 一 2 


车 zz7s 埃 0, 则 开头 的 两 行 组 成 的 子 式 不 为 0。 车 x2 二 0, se 一 0 则 
由 第 4 行 和 第 6 行 组 成 解 子 式 不 为 0， 才 各 一 在 的 天 0 则 出 第 工 
行 和 第 上行 组 成 的 子 式 不 为 0， 于 是 ,rankdg 一 2 即 乡 是 混和 人 . 现 
。 IT52 。 


在 证 朋 陕 射 8 是 双方 单 值 的 ， 不 失 一 般 性 , 可 以 选择 齐 次 党 乓 , 便 
x9 iz 1838= 1， 于 是 , 没 P= (aiiratza) 有 = (oz 人 ?， 则 
gCP) = (x3, rE, rE, Tra, Tatas Taz1 
9(0) = (erF, ge, mi Bim tz) . 

得 g(P)=9(8), 则 x 二 x 车 名 闫 0, 则 wi 三 汗 21, 因 为 齐 次 坐标 
可 以 乘 一 个 因子 十 1, 所 以 可 以 认为 =xi、 那么 由 第 4 和 第 6 
个 坐标 得 到 z=z,23 二 芭 , 即 二 和 @， 因 为 所 有 的 华 标 zz20zs 都 
是 平等 的 , 所 以 也 总 有 二 Q， 于 是 映射 9 是 射 彤 平 而 RP’ 到 5 
维 欧 氏 空 间 及 的 嵌入. 

对 任何 紧 致 流 形 以 ,也 有 下 面 的 类 似 结论 ， 

定理 4 设 姑 是 光滑 紧 致 流 形 ，dim 对 一 2 则 在 在 说 入 罗 : 
M=RE"™). 

证 明 利 骨 定 更 2 并 设法 降低 以 氏 空间 BR* 的 维 数 ， 设 瞪 配 
是 非 党 量 ， 叶 : 恨 *->RY-: 是 沿 荐 8 到 五 站 于 的 对 室 闻 上 的 禾 
直 投 影 . 害 时 , 合成 六 一 > 有 R* 一 人 Rx! 构成 说 入 ， 我 们 米 探讨 
合成 加 中 让 入 的 条 件 ， 为 此 ,必须 验证 两 个 条 件 ，1° 微分 的 坟 
同 胀 性 ;2 映射 的 双方 音 值 性. 

党 品系 件 1°, 设 PEM.Vp=dpp(TpNMH)CR*. 为 使 在 点 合成， 
的 微分 tpsg) 在 点 是 态 问 是 ,其 必要 和 充分 条 件 是 使 在 射影 吧 下 
子 空 间 F. 单 值 地 映射 到 R* 中 , 这 与 BEV; 是 等 价 的 .在 点 的 缉 
域 如 中 国定 某 个 局 部 上 坐标 系 (x5…,z 疏 以 及 R" 中 的 基底 , 作 暑 射 
UX RRRPN"1， 设 为 和 wy 和) 二 (El 


B 天 
共 申 一 可 人 58", 而 (sD 二 =p (2 zy 映射 有 为 24 六 
r=1 


芒 形 可 x R" 到 射影 空间 EP*…! 的 光滑 映射 , 这 时 ， 条 件 BEV i 愉 
平 是 指 : 由 向 最 5 产生 的 直线 ,作为 射影 空间 及 P*! 中 的 点 ,不 属 
"153. 


于 映射 的 象 ,根据 Sard 定理 ,在 2 二 丈 一 1 时 ,这 些 点 的 集合 在 
整个 空间 RP* 中 是 玫 集 ,并 且 吓 处 妈 称 密 的 . 依次 地 考察 WY 中 的 
有 限 图 项, 我 们 得 到 RRP*…! 中 的 黎 密 的 开 集 个 ,由 中 的 点 产 尘 
的 向 量 e 满足 条 件 ， 对 任意 点 PEH, 有 BEPr， 也 就 是 说 ,使 身 
影 及 把 流 膝 pCM) 汉人 到 尽 7 中财 些 向 如 幸 的 集合 是 称 密 的 
开 集 ， 现 在 著 蕊 条件 2"、 缺 乏 开 想 单 值 | 向 量 刀 平行 于 
mw (MD 二 过 某 -一 对 点 P 基 @ 的 直线 . 与 条 件 1 全 全 形 一 样 , 考察 映 
射 太 : (MX NA)@>RP"-!， 它 把 一 对 点 PQ 对 应 于 过 p( 问 
和 9(9) 的 直线 ， 按 Sard 定理 ,在 24<< 困 一 1 时 ,不 含 在 映射 下 的 
象 电 的 虚 的 集合 是 稠密 的 开 集 @， 所 以 向 量 应 该 这 样 选取 , 重 
由 它 产生 的 直线 在 2 站 G 尖 好 中 ， 我 们 已 指出 了 在 满足 不 等 式 
22< 六 一 1 时 , 可 以 找到 这 样 的 射影 如, 使 合成 路 w 是 伐 入 , 网 而 ， 
我 们 能 一 步 一 步 地 减少 外 围 的 欧 氏 空间 县 ”的 维 数 ， 直 到 不 等 式 
2n<N 一 1 不 满足 ) 即 24 二 为 一 1 或 入 二 24 十 1 成立, 这 也 是 殉 起 
空间 及 "+? 中 能 媒人 任何 % 维 紧 致 深 形 下 时 的 景 小 维 数 ， 定 理 4 

现在 , 我 们 能 够 给 出 流 形 十 黎 曼 度量 的 概念 ,其 特殊 的 情形 在 
前 面 已 经 著 察 过 了 . 

光滑 流 形 履 上 ,一 族 在 每 一切 空间 Zp( 下 ) 中 给 出 的 正定 的 数 
量 积 你 为 于 上 的 黎 曼 庶 量 ， 若 在 点 的 贸 开 U 中 建立 了 坐标 系 
(zz 四, 则 也 在 全 a《 下) 中 给 出 了 吾 标 系 《1，…，&")， 在 系统 
(5 中 的 数量 积 由 非 妈 化 的 对 称 扼 竹 8= (913) 《依赖 二 点) 
定义 ， 在 转 到 新 的 坐标 系 (所 …*39”) 时 ,矩阵 较 申 规律 


开 Br” ars 
9(P)= goa PY CP) CF) 
0 a By 


国 是 指导 XX 用 的 对 角 线 :A=[ rr 机 |x 于 计生 到 。 
e154. 


变化 ,其 中 G' = (935(P)) 是 在 新 坐标 系 (95 …y 8) 下 数量 积 章 抵 阵 . 

定义 4 在 光滑 流 形 上 一 族 在 每 个 切 宰 闻 Tp(W), PE 到 中 
非 肖 化 的 正定 数量 积 ， 使 在 局 部 坐 访 系 中 数量 积 的 炬 阵 是 局 部 华 
标的 光滑 消 数 时 ， 就 称 此 一 族 非 浊 化 的 正定 雪 量 积 为 流 形 玫 的 数 
要 度量 . 

度量 可 以 作为 对 应 给 由来。 使 图 06 的 生 一 个 从 苔 系 (z5…， 
zx?) 与 图 U。 中 这 样 的 纸 院 信 的 光滑 痕 数 Ge(P) (5"y(P)) 相对 
应 ,对 点 PV ND 满足 

1* 拓 阵 G2(P) 是 对 称 的 和 正定 的 3 

2” 系数 9! 7(P) 接 照 规 委 

91(P) = glP) 于 (Ph (站 

亚 换 ， 洒 和- [8 站 -人 是 两 人 加 疝 量 , 屠 么 记忆 
的 数量 积 表示 为 


ED DI gD EN. 


让 


84 习 题 


1 利用 Sard 定理 证 明 所 诈 光 清 紧 至 的 ? 维 芒 形 时 可 以 柑 人 Rw 中 
和 没入 Rx 中. 

提示 : 旁 察 射影 R*->R*…? 并 用 适当 的 力 类 殉 取 射影 

2. 作出 新 帮 了 P 了 "到"! 中 的 嵌入 

提示 : 把 环 面 了? 上 表示 为 T*"! 关于 轴 的 族 转 起 下 面 . 

3 作出 EX 85? 在 上 R? 申 的 突 人 ， 

提示 : 在 展 申 找 出 同 旺 于 学 XR? 的 开 区 域 ， 

4 利用 Sard 定居 有 和 到 hifney， 定 理 证 明 : 楷 致 沪 形 下 的 任何 光滑 且 
射 志 时 一 R 5 可 用 本 意 接 近 的 设 入 米 近 似 它 . 

提示 ; 招 肌 射 子 补充 为 严 * 一 中 和 区 姑 2 的 展 入 ， 并 区 察 漠 近似 
于 Ren) 的 子 空间 的 射影 . 


